n SY,.

i\v‘."'. s

Histoyia, fundamentos y perspectivas educativg

A
s
A\




Los puntos que definen las ideas directrices de este libro so

los siguientes:

L. Construccién de maquinas y juegos o instrumentos
matematicos.

II. Investigacion histérica de la relaciéon instrumento-
matematica en la evolucion del dlgebra, el calculo y la
geometria.

III. Disefio'y uso de maquinas y juegos o de instrumentos
matematicos en la ensefianza del algebra, el calculo y
la geometria.

Desde estas fuentes, los distintos autores atienden la nece-
sidad de desarrollar una propuesta de ensehanza de la
matematica que propicie un pensamiento creativo,
indispensable para el desarrollo de cualquier esfera
profesional, y el despliegue de capacidades de abstraccion y
razonamiento légico. Si bien una linea de experimentacion e
investigaciéon docente al respecto se basa en el uso de las
nuevas tecnologias, también es conveniente buscar otros
ambitos de experiencia vinculados con aspectos importantes
de la cultura que tienen una carga semdntica fuerte. En esta
direccién, en el libro se revisan algunas propuestas que se
basan en la utilizacién de “maquinas matematicas” que a lo
largo de la historia se crearon para trazar curvas y para
resolver problemas geométricos. El uso de estas maquinas
junto con su simulacién a través de la computadora, le brind
al estudiante la oportunidad de percibir a la matematica
un instrumento que trasciende y modela el mundo fisi
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Arte, astronomiay geometria
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Facultad de Ciencias, UNAM.
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1.1 Resumen

El desarrollo de las mateméticas no se podria entender plenamente si se estu-
dian Unicamente sus elementos tedricosy seignora el uso de los instrumentos
y méquinas, que la han apuntalado en la validacion y generacién de sus mul-
tiples resultados. Los instrumentos matematicos se han usado en diferentes
ambitos de las ciencias mateméticas e incluso han sido aprovechados para
trasmitir en forma mas gréfica algunos mensgjes religiosos.

En las paginas que siguen se hara el andlisis de algunos gemplos en la
larga travesia por la que han pasado los instrumentos matematicos en la his-
toria. Como el objetivo es mostrar |la diversidad de sus usos, entonces |os
ejemplos seleccionados apuntan en direcciones diferentes, y es larazon por la
gue es posible encontrar algunos saltos teméticos entre las secciones del capi-
tulo.

Se mostrara el contraste entre usarlos como elementos centrales en las
pinturas religiosas para trasmitir mensajes biblicos y, por otro lado, el recha
z0 hacia €llos por parte de influyentes filésofos griegos. Se abordaran las
técnicas heuristicas empleadas por Arquimedes en El Método, y la ‘sintaxis
matemética’ de Ptolomeo se expondra desde sus caracteristicas instrumenta-
les; se vera el trazado de conicas de Descartes y el esbozo de 6valos de los
artistas en el renacimiento; finalmente, se mostraran algunas técnicas instru-
mental es empleadas en la navegacion.

1.2 Larepresentacion del orden
Una de las preocupaciones fundamentales del  hombre desde |a antigliedad

fue la de tratar de entender y controlar su entorno. La permanente incerti-
dumbre que le provocaba no comprender a universo en sus grandes dimen-
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siones, asi como en su minima pequefiez —siéndole ambas inaccesibles— 1o
impulsaron a tratar de estructurar, numerar, medir y observar en forma siste-
mética Para enfrentar tal incertidumbre cred instrumentos que lo auxiliaron
para entender las reglas de la naturaleza. Los instrumentos que disefi6 a lo
largo de la historia son variados y van desde los utilizados en agrimensura,
astronomia, geometria, hasta los de uso artistico, entre otros. Todos fueron
utilizados para € trabajo en las disciplinas tedricas o directamente para la
solucion de problemas préacticos.

Antes de abordar los diversos aspectos de |os instrumentos mateméticos
cabe sefidlar que su uso no siempre ha sido € mencionado anteriormente. La
confianza que el hombre ha depositado en el empleo de los instrumentos para
extraer datos de su entorno
trascendio incluso a su mundo
fidco inmediato. Esto es, €
apego a sus creencias religiosas
asi como € uso de instrumentos
s dio paddamente en €
tiempo. Como egjemplo de ello
empezaremos por abordar la
relacion entre instrumentos e
iconografia cristiana.

En los textos biblicos se
encuentran pasajes que hacen
ver a Dios como e creador
del mundo a partir de elemen-
tos amorfos, donde é dio
orden al caos existente del
universo, paralo cua necesitd
poder medir, pesar y contar.

La idea de un Dios crea
dor del universo a través de
un acto de medicion se en-
cuentra con frecuencia en las
culturas del mediterraneo. - _ o _ _
Platén, en e Timeo, describe a ‘demiurgo’ como una fuerza creadora que a
partir del caos dio vidaalo racional por medio de un acto de medicion.

Fig. 1
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En el Libro de la sabiduria® se describe el poder creador de Dios de la
siguiente forma: “tu mano poderosa sdlo tenia que elegir: como tu creaste €l
mundo a partir de una materia informe” [Sabiduria 11, 17]. En €l libro de
Isaias, cuando se toca la consolacién de Isragl y que Dios acudira con su po-
der, se encuentra la siguiente pregunta: “¢Quién midié las aguas en el hueco
de su mano, con su palmo tomé la medida de los cielos, con un tercio de me-
didacalcul6 e polvo de latierra, peso los montes con labasculay las colinas
con la balanza?' [lsaias 40, 12]. Y en Proverbios, cuando la sabiduria se
elogiaa si mismay alavez se personifican los atributos de la sabiduria de
Dios, se encuentra lo siguiente: “[...] Cuando establecio los cielos. Alli esta-
bayo [la sabiduria]; cuando trazd un circulo sobre lafaz del abismo, cuando
arriba afirmé los cielos [...] cuando sefia 6 los cimientos de latierra, yo esta
ba entonces junto a é como arquitecto”? [Proverbios 8, 27].

Los anteriores pasajes biblicos fueron razén suficiente para que algunos
artistas desde la edad media crearan pinturas e incluso ilustraran la Biblia
representando a Dios —en su capacidad de ordenar y medir— utilizando un
compés 0 una balanza con los que daria forma al universo a partir de un caos
primigenio® (Figura 1). Se recurrié alo expresivo y alegérico de las imégenes
con €l afan de llegar a un publico mas profano y hacerlo entender |os pasajes
biblicos de mayor profundidad. Asi, en los pasgjes anteriores la geometria
estd simbolizada por un lado en un sentido individual y por otro en uno uni-
versal, en tanto que € instrumento trasmite el orden y laarmoniaa mundo.

Paralelamente a la creacion de los textos que dieron origen a Antiguo
Testamento se desarrollaban otras actividades de carécter cientifico y técnico
gue ocuparon la atencion de los filésofos y académicos del siglo IV a. C..
Este camino y el cambio de rumbo que experimentd la matematica de una
cultura a otra es lo que se expondra en adelante. El andlisis se presentara
desde la perspectiva de diversos instrumentos de uso matematico.

! Libro apécrifo del Antiguo Testamento.

Cabe sefidar que en € libro de Job [26, 10] se encuentralo siguiente: “Hatrazado un circulo
sobre la superficie de las aguas, en €l limite delaluz y lastinieblas’.
3 Como ejemplos de obras con las caracteristicas mencionadas tenemos: la denominada Biblia
Moralisée; lailustracién de Guyart des Moulins en la obra Historia Scholastica (1411-12); la
pintura de William Blake Frontispicio para Europa, una profecia (1793). Aqui Blake se inspi-
ré para su obra en un pasaje del Paraiso Perdido de Millon. Aunque sélo se mencionan algu-
nas representaciones, se tiene un registro de aproximadamente 40 obras con estas caracteristi-
cas.
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1.3 El mundo griego

Desde € siglo VI a. C. € centro de produccién matemética se desplazé de
Mesopotamiay Egipto al mundo griego. Los griegos jénicos se abrieron paso
entre la arraigada mitologia para adaptar una cosmovision basada en un pen-
samiento racional y empirico, y asi dar lugar a un modo de pensamiento méas
especulativo, del que carecieron las civilizaciones de Oriente Proximo. Asi,
la matemética ocupo el lugar de una cienciaraciona y universal, y la geome-
triaen particular el del centro del conocimiento.

Que se considere que la matematica prehelénica tenia un carécter mera-
mente instrumental y técnico, Util como un medio para resolver de forma
empirica problemas concretos, y que por otro lado a la matemética griega se
le vea como la verdaderamente racional, no es una apreciacion del todo justa.
Si bien es cierto que la matemética griega ya no estaba apuntalada sobre las
bases del empirismo de los mercaderes de Egipto y Mesopotamia, y que se
reconoce que transité de lo empirico a lo tedrico a través de implantar los
elementos formales de prueba, demostracion, axioma, proposicion, entre
otros®; tampoco se puede descartar la posibilidad de que si se auxiliaron de
instrumentos para € desarrollo de las ideas mateméticas, principalmente en
una fase previa a la presentacion de los resultados finales (es decir, de la
enunciacion del teoremay de su demostracion).

Més alin, los problemas politicos y militares del mundo greco-romano
provocaron la destruccién de las bibliotecas que contenian |os escritos origi-
nales, consumandose asi |a perdida de las posibles fuentes donde se pudieron
encontrar |as técnicas de investigacion empleadas.

Las fuentes de la matemética griega que se consideran de mayor impor-
tancia provienen de cddices bizantinos escritos entre 500 y 1500 afios des-
pués que fueron escritos los originales griegos o sus traducciones arabes y
latinas. Para el siglo XVIII se podia disponer de obras de Euclides, Apolonio,
Arquimedes, Ptolomeo, Diofanto, Teodosio, Nicomaco, Menelao, entre otros.

4 A estas caracteristicas se puede agregar también las de un sector de los cientificos griegos
que llevaron ala matematica a ser una disciplina totalmente tedrica, donde la investigacion de
los teoremas se hacia de una forma inmaterial y abstracta, es decir, sin instrumentos, ni medi-
ciones materiales, y se realizaba sdlo mediante la intuicion de ideas y del proceso 16gico-
mental. Como gemplo de ello se tiene a Proclo [A commentary, 52] y su comentario sobre
Tales: “Tales, de su vigje por Egipto fue € primero que trgjo a Grecia esta teoria [la geome-
trial; y é mismo encontrd muchas cosas y descubrio a los que después de é vinieron, los
principios de otras muchas, apuntando en algunos casos a lo mas universal, en otros casos alo
més intuitivo”.
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L as obras mencionadas son tesoros y memorias de la ciencia, dan mues-
tradelo refinado y detallado que fue la exposicion de los temas, pero alavez
dan muy poca informacién sobre las fuentes y los métodos que usaron los
autores para llegar a tales descubrimientos.® Y a pesar de que sabemos del
rechazo que existio entre los filésofos griegos por € uso de instrumentos, no
es adecuado descartar que €l uso de €ellos si formo parte de la metodologia
paraestimular el razonamiento creativo.

De manera documentada sabemos que Platon —siendo uno de los hom-
bres de mayor presencia en la cultura griega— asigné a la matematica la
cualidad de poder gercer influencia sobre todo €l saber humano, y ademés
tener un lugar fundamental en el desarrollo de las ideas. Asi, |la geometria
quedd vinculada con el model o tedrico de la matematica pura, rechazando de
forma elitista la aplicacion practica asi como €l estudio de las dimensiones
geométricas de larealidad fisica

Como uno de los fines del estudio de las mateméticas —para Platon—
era el delaformacion y desarrollo de la inteligencia para la mejor compren-
sion de los estudios filosoficos’, entonces es posible que su influencia fuera
uno de los factores para que €l trabajo instrumental en la geometria se res-
tringierasolo a uso de lareglay el compas.

Plutarco, en sus Vidas paralelas (Vida de Marcelo) (1980, 252), comenta
laindignacién de Platon ante el uso de los instrumentos en la geometria:

Platon se indispuso e indignd con ellos [Arquitas de Tarento y
Eudoxo de Nidos] porque degradaban y echaban a perder 1o mas
excelente de la geometria a trasladarla de lo incorpéreo e inte-
lectual alo sensible, para emplearla en los cuerpos que son obje-
to de oficios toscos y manuales.

Posteriormente, Plurarco comenta en el mismo pasaje que asi fue como
decay6 la mecanica a separarse de la geometria y quedar desdefiada por los
fil6sof os para permanecer relegada solo al servicio del arte militar. Aunado a
lo anterior, Aristételes consideraba que la fisica seria €l estudio del movi-
miento, pero sélo de aguél que fuera una consecuencia de las fuerzas de la

° Cabe sefidar gue los métodos usados para proponer resultados cientificos en ocasiones pue-
den ser un tanto azarosos o casuales, y desde |la perspectiva del rigor matemético se podrian
considerar como informales. Para casos como éstos, es frecuente que se opte por presentar €l
gesultado y su demostracion, pero no e método, ya que podriadar lugar acriticas.

Platén se interesaba por la preparacion de los futuros hombres de estado. El planted formas
en que se podia estimular el razonamiento y generar hombres mas preparados para la discu-
sion, la oratoria o la gramética.
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naturaleza, de modo que las cosas movidas de manera artificial caerian fuera
del ambito de lafisica. En la Fisica [Libro VIII 255a 15-25] Aristételes ex-
pone que el movimiento siempre tendr& una causa que se podra distinguir.

Las distinciones anteriores [de las causas del movimiento] se
pueden hacer también en el caso de las cosas movientes: algunas
de ellas pueden producir movimiento contra naturaleza (la pa-
lanca, por ggemplo, no es naturalmente capaz de mover lo pesa
do).

En la cita se encuentra que para Aristételes €l uso de los instrumentos
daba lugar a movimientos antinaturales, los cuales no consideraba que forma-
ran parte de lo que estudiaba lafisica

Con influencias tan poderosas como las de Platon y Aristételes, entonces
no era comun que se difundiera el uso de los métodos instrumentales para la
creacion de resultados mateméticos o fisicos.

Pero a pesar de los obstéculos y del papel secundario que tenian las téc-
nicas instrumentales, éstas se pudieron abrir paso en forma natura debido al
auge de las grandes construcciones y ala necesidad de crear grandes méqui-
nas para usos practicos. Para finales del siglo IV a. C. ya eran conocidas cin-
co méquinas: la cufia, el tornillo, el cabestrante, lapoleay lapaanca’.

En las dos secciones que siguen se gjemplifica como fue €l uso de algu-
nos métodos y técnicas instrumentales. Arquimedes y Ptolomeo, autores de
El método y el Almagesto respectivamente, seran la muestra.

1.4 Arquimedes

En las épocas de Platon y de Aristételes el uso practico de las técnicas ins-
trumentales desarrolladas por los ingenieros algjandrinos tuvo poca ingeren-
ciaen las principales areas de la vida griega. Después de la muerte de Ale-
jandro Magno la produccién comercial se elevo significativamente y las acti-
vidades artesanales y comerciales crecieron en importancia en la vida politica
y social. Por estas razones, €l trabajo de las artes préacticas se revaloré y des-
de € siglo Il agunos hombres de la éite cultural miraron hacia las discipli-

" No es casualidad que una obra titulada Mecénica, atribuida erréneamente a Aristételes, se
ocupara de presentar una teoria unificadora sobre estos instrumentos.
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nas técnicas. Y en este tenor aparecieron persongjes como Arquimedes, con-
vencidos del lugar que se deberia de dar al uso matemético de las maguinas.
El trabajo de Arquimedes es amplio, sus principales obras fueron impresas y
traducidas al latin por primera vez entre 1503 y 1588°. Estas obras lograron
gjercer inmediatamente una importante influencia sobre el pensamiento cien-
tifico de esa épocay de los siglos que |e sucedieron.’

En lo general el trabajo de Arquimedes se apegd a estandar geométrico
de la escuela euclidiana, y se adhiri6 al tipo de exposicion basada en fijar
con antelacion las hipotesis que se querian postular, previo a la demostracion
rigurosa. Pero también hay certeza en que no hubo un Arquimedes metodo-
I6gico y sintético, como fue el caso de Euclides.

A pesar de que los trabajos de Arquimedes tuvieron que enfrentar el pre-
juicio platénico, en ellos no se descartdé ningun procedimiento técnico ema-
nado de la mecanica o de la geometria del mundo real. Libre de compromisos
filoséficos aprovecho 1o que otros despreciaron: lo infinitesimal, lo mecéni-
co, lo instrumental, asi como todo lo que le presentd su entorno real y que lo
consideraba como un potencial elemento para su investigacion; en esta direc-
cion se tiene que aprovecho los casos de lo irregular, lo tangible y todo 1o que
pudiera ser construible. Cabe sefialar que su adhesion alo anterior no 1o sepa-
ré en la presentacion de sus resultados, del espiritu del rigor euclidiano, como
Se aprecia en sus obras.

De lo anterior se pueden distinguir tres vertientes en la metodologia que
empled Arquimedes para desarrollar su trabajo: la inicial, donde se intuye
algun resultado basado en las leyes geométricas; una intermedia, de factibili-
dad del resultado comprobado a través de instrumentos; y finalmente, la de-
mostracion empleando —en algunos casos— €l método de exhaucion que
proporcionaba la demostracion formal de lo que se auguraba en lafase previa
—es decir, ladeinvencion.

Pero en sus trabajos solo se encontraba la exposicion de la dltima etapa,
es decir, el enunciado y la demostracién , quedando oculto el proceso creati-
VO que daba lugar a enunciado (se presentara ejemplo en pag. 16). Como
dijo John Wallis en 1676, “a parecer Arquimedes oculté adrede las huellas
de su investigacion como si hubiera sepultado parala posteridad el secreto de
su método de investigacion”.

8 Existi6 una fuerte tradicion de corte arquimediano durante la Edad Media. Esta se facilit6
mediante la circulacion de manuscritos que contenian obras o fragmentos de textos de Arqui-
medes (Clagett, 1964).

® Koyreé [Estudios de historia, 44] afirma que “son |a reanudacion y asimilacion de la obrade
Arquimedes las que sirvieron de base alarevolucion cientificadel siglo XVII”.
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Si el método de exhaucion —dado por Eudoxo— que empleaba Arqui-
medes |0 obligaba a conocer previamente € resultado de lo que se queria
demostrar, entonces carecia de valor heuristico, esto es, dicho método no era
apto para poder crear, sino solo para demostrar aquellos resultados de los que
ya se tenia conocimiento previo. Entonces ¢cudl era el método a priori que
empled para descubrir |os resultados?

Para casos sencillos Arguimedes pudo llegar a los resultados intuitiva-
mente por viainductiva ¢pero como pudo intuir que la superficie de una esfe-
ra es cuatro veces un circulo maximo? o ¢que el area de la primera vuelta de
laespiral esun tercio del primer circulo? o ¢que el area de un segmento para-
bdlico es cuatro tercios del &rea del triangulo inscrito con la misma base y
atura sobre el gje? 0 ¢cdmo encuentra el centro de gravedad de un segmento
de parabol oide?.

Desgraciadamente Wallis no pudo conocer el método de investigacion
gue usd Arquimedes (1988) y gue nos degjé en una obra titulada EI método
relativo a los teoremas mecanicos (conocida como El Método) en la que me-
diante procedimientos mecanicos no rigurosos —é o reconoce— dedujo los
sorprendentes resultados mateméticos que después demostraba formal mente.
Tomando como base un esguema diferente a los métodos alejandrinos, [levo
a cabo una excelsa conjuncion de mecanicay geometria donde ponia al des-
cubierto cudles eran los métodos que utilizaba en sus invenciones mateméti-
cas

El Método inicia con la carta de Arquimedes a Eratostenes donde le re-
conoce su excelente dominio en materia de filosofia y su aprecio por las
cuestiones matematicas. Por estas cualidades Arquimedes consideré que era
adecuado confiarle por escrito su méodo gracias a cua le seria posible
abordar la investigacion de ciertas cuestiones matemaéticas por medio de la
mecanica. Arquimedes le confiesa a Eratdstenes que algunos de sus teoremas
primero los concibié a través de métodos mecanicos y, posteriormente, les
suministré una demostracién geométrica. Es importante sefidlar que estaba
plenamente consciente de que la investigacién restringida sdlo a lo instru-
mental no tendria las cualidades de una demostracién matematica, y en la
carta de introduccién a El Método Arquimedes escribid: “yo mismo, algunas
de las cosas que descubri primero por la via mecénica las demostré luego
geométricamente, ya que la investigacion hecha por este méodo no implica
una verdadera demostracion”. Pero Arguimedes hace patente a EratOstenes
gue si bien es cierto que con los instrumentos mecanicos no se llega a una
demostracion, si serian un estimulo a la creatividad cientifica, y le sefid6 lo
siguiente: “como que es mas fécil construir la demostracién después de haber
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adquirido por ese método cierto conocimiento de los problemas, que buscarla
sinlamenor idea a respecto”.

Como gjemplo del uso de los medios mecanicos para proponer teoremas de
geometria enseguida se presenta la cuarta proposicion de El método, que dice
lo siguiente:

(Volumen de un segmento de paraboloide)
Todo segmento de un conoide [paraboloide ABG] rectangulo corta-
do por un plano perpendicular al gje esuna vezy media el cono que
tiene la misma base y el mismo ge que e [paraboloide] segmento
(véase Fig. 3).

Pero también se tiene la proposicidn 21 de su obra Sobre conoides y esfe-
roides, donde no usa métodos instrumentales, y escribe lo siguiente:

El segmento de conoide parabdlico producido por un plano perpen-
dicular al ge equivale a tres veces la mitad del cono de la misma
basey del mismo ge (véase Fig. 2).

En € libro Sobre conoides y esferoides 8
Arquimedes apoya su demostracion en
considerar un volumen X igual a 3/2 €
volumen del cono ABG y enseguida, para / ! \
demostrarlo por contradiccion, sefida que / \
s X no esigua a volumen I' del parabo- / \
loide, entonces X es mayor a volumen del 5 z

parabol oide o menor. P/ - \ !

Supone primero que T'> X, y por un
método que resurre a cilindros inscritosy ~ * ° °
circunscritos (Figura 2), que usara junto Fig. 2
con el método de exhaucion, llega a que e paraboloide I' no puede ser mayor
gue X. Usando un razonamiento analogo demuestra que I no puede ser me-
nor que X. Por tanto sdlo quedaqueT = X.

Aqui es importante sefialar que Arquimedes parte del hecho de suponer
gue tomara un volumen X igua a 3/2 del volumen del cono ABG, y después
construye una justificacion de que la relacion entre X y 3/2 e volumen del
cono ABG es de igualdad. Pero como ya se menciond antes ¢como se imagi-
no que lo més conveniente eratomar 3/2 del volumen del cono? La respuesta

Y] T v
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se encuentra en la proposicion cuatro —arriba mencionada— de ElI Método,
donde establece que larelacion de voliumenes esigua a 3/2.

Arguimedes propone lo siguiente:

Sea € paraboloide BAG (Figura 3) con gje AD, y prolonguese DA hasta
T de tal formaque DA = AT, y considérese DT como una palanca con punto
medio en A.

Ahora, como las rectas Z% y BD son dos ordenadas de la pardbola, en-

AL (ET)
TA _ (Mz)?

pero como DA = AT, entonces

(M2)?
(Z2)?
y e areadd circulo de didmetro Z0O, es decir:
(MZ)* _ Area de circulo de diametro MN
(£=)?  Areadecirculo de diametro 20

TA _ Areadecirculo de diametro MN

Por lo tanto 'AX ~ Areadecirculo de diametro 2O

AZ T (zE)?

Por otra parte esigual alarazén del &readel circulo de diametro MN

Después Arquimedes nos propone que Z_N G
el &rea dd circulo de diametro MN se
equilibre con € area dd circulo de didame-
tro £0, teniendo como punto de equilibrio
€ punto A delapaancaTZ. Lo hace con-
siderando que € circulo de didmetro Z0 se T A
tradada a punto T, € cual sera su centro
de gravedad (d centro de gravedad dd Fig. 3
circulo de didmetro MN esX). '

Posteriormente  Arquimedes enun-
ciaba que del mismo modo se podia de-
mostrar que si se trazaba en € rectangulo E™M B
EZGB cuaquier otrarecta paraledlaa BG,
entonces €l area del circulo generado del cilindro se equilibraria respecto del
punto A con €l circulo generado por € paraboloide trasadado a T (de modo
gue sea su centro de gravedad).

Ahora, llenando € cilindro y & segmento del paraboloide con circulos
concéntricos proponia gque se podian equilibrar respecto de A, esto es, €l ci-
lindro en K y €l paraboloide con su centro de gravedad en T.

[1 / M\O
=
i
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Por lo tanto como TA = 2AK,

entonces cilindro = 2 parabol oides;

pero cilindro = 3 veces el cono (resultado conocido),
entonces 2 paraboloides = 3 conos,

finalmente paraboloide = 3/2 cono

En la construccion anterior de EI Método se ve como el uso instrumental
de lapalancajunto con el equilibrio de los circulos generaba la esperada rela-
cion de 3/2. Y aungue el instrumento no tenia realidad fisica ni generaba una
demostracion para el problema, si era un vehiculo que estimularia el razona-
miento y lainventiva. Con esos antecedentes, en Sobre conoides y esferoides
ya podia presentar la demostracién matemética, la que si cumpliria con las
exigencias de la validacién matemética.

1.4 Ptolomeo € instrumentalista

La contribucién de los griegos en €l empleo de procesos instrumentales no se
limitd a lo geométrico, también dirigieron su atencién a la interpretacion de
los fendmenos observados en el universo. Tales observaciones se generaban
en el espiritu de un modelo mecanicista, que atenderia a una geometria plana
y/o esférica, asi como areglas de movimiento regular. La suma de estas cua-
lidades generé mecanismos (tiles para visualizar 1os movimientos astrales™®.
La presente seccion se ocupard de modelos de carécter instrumental, que
potencialmente podrian ser méquinas para imitar el desarrollo de algunos
fendmenos en el universo.

Uno de los objetivos de la ciencia es que podamos explicar los fenome-
nos o justificar las apariencias de lo que vemos, y lo hacemos a travées de
construir teorias que supongan una descripcion correcta de los aspectos ob-
servables del mundo cercano. Para los griegos era de particular importancia
la capacidad que se podiallegar atener para predecir 1o que seria observable
en un futuro, aungque en el momento de la prediccidn no se tuviera ni una sola
sefial empirica de ello. La mecanizacion griega requeria de un lenguaje técni-
co extraido de la geometria; para esto 10s astronomos griegos crearon todo un

10 Para la recoleccion de datos |os astrénomos desde épocas remotas contaron con instrumen-
tos rudimentarios para la medicion y localizacion de objetos en el cosmos, y en siglos mas
recientes ya tuvieron instrumentos de observacion més sofisticados, tales como las diferentes
modalidades de sextantes, cuadrantes, astrolabios, telescopios, etc.
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elenco de conceptos que se ocupaban de |os objetos intangibles. Este proyec-
to fue guiado por las caracteristicas mismas de los objetos observados tanto
en su forma como en su movimiento. Un ejemplo de ello se puede apreciar
desde la Tierra: € universo se ‘ve€' como una esferay los cuerpos que en é
hay pueden reducirse —para su estudio— a meros puntos geomeétricos en esa
esfera, 0 acurvas cerradas para el caso de sus trayectorias.

Lo que resultaba controvertido era definir si la ciencia debia también
aspirar alaverdad intrinseca sobre aguello que no es observable, con la Gnica
finalidad de comprender al mundo; o se deberia hacer solo teorias sobre lo
gue si vemos, ya que desde esta perspectiva las teorias no son descripciones
del mundo invisible sino que son como una especie de instrumentos emplea
dos para validar las predicciones sobre e mundo observable. Ademas, cuan-
do los model os atienden mas a las caracteristicas geométrico-mecanicas —no
alasfisicas— y no son capaces de proporcionar una curva que represente ala
trayectoria del planeta, entonces lo que tenemos es un razonamiento cuyo
tnico compromiso era €l tratar de materializar o simplemente corroborar 1o
gue los datos experimentales si permitian ver; pero esto Ultimo es lo mismo
gue usar un instrumento que pase por un conjunto de puntos, aunque la curva
gue los una no tenga sentido dentro del model o —real— propuesto.

Sobre la base de que no se puede dar significado a lo que no se puede
ver, un astrénomo griego de corte instrumentalista no darialugar a un modelo
gue pudiera describir objetos no observables desde la Tierra —recordemos
gue una teoria instrumentalista va a salvar las apariencias—. Asi, tenemos
gue €l instrumento —o el modelo— le vaaauxiliar en algo que ya conoce —
aungue sea en lo visual— o que seintuye que existe.

En esa busqueda por justificar las apariencias, los astronomos afrontaron
€l problema de determinar esas trayectorias que seguian los puntos luminosos
0 su posicion en la esfera celeste, fundamentalmente para establecer patrones
temporales de las trayectorias, 10 que era necesario para diversas actividades
de la vida comercial, militar, filosofica o cientifica. Esas caracteristicas —de
trayectoriay posicion— de los objetos en € cosmos permitieron las primeras
geometrizaciones, condicion considerada como necesariay fundamental para
el desarrollo de la astronomia de prediccion.

Pero las primeras geometrizaciones presentaban ciertos riesgos. € princi-
pal era dar demasiada factibilidad a un modelo geométrico creado para inter-
pretar algo que si es real. Es decir, que una construccién geométrica —que
pretendiera representar a universo— se prestara a ser considerada como una
recreacion definitiva de como se estructuraba € universo en redlidad. Y por
otro lado considerar a sus el ementos geométricos —de ese model o definitivo—
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como leyes generales que gobernaran al mundo. Aunado a estas propiedades
dicha geometrizacion se podria tomar como un modelo cosmoldgico, que para
el caso de un aristotélico quedaba dentro del dominio de lafisica.

Asi, por lo anterior podriamos distinguir dos formas de abordar €l trabajo
astronémico: a) la astronomia matematica, puramente computacional, que
mediante paradigmas geomeétricos intenta resolver |os problemas de posicio-
nes locales™ y de predicciones correctas que le plantean los movimientos del
Sol, laLunay los planetas; b) la astronomia fisica, que estima que esta disci-
plina se debe ocupar de elaborar cosmologias que describan el mundo tal y
como de hecho es. Estas dos maneras de hacer astronomia serian simplemen-
te la manifestacion de dos programas de investigacion distintos: el programa
astronomico de Platon dio origen a la primera, mientras que e programa
aristotélico produjo la segunda.

Ambas formas de entender la actividad del astrbnomo —supuestamente
irreconciliables— habrian dado origen en Grecia a dos actitudes opuestas, a
dos concepciones filosoficas distintas, acerca del status cognoscitivo de las
teorias cientificas. Por lo tanto se puede decir que dicha cuestion se reduce a
S una teoria €s 0 N0 un mero aparato conceptual que nos permite organizar
nuestra experienciay efectuar predicciones.

Recapitulando: € sistema instrumentalista se apega a una astronomia
matemética que por su misma composicion se halla en posibilidades de evo-
lucionar en lo conceptual y estructural, es decir, no se corre €l riesgo, como
se sefial 6 antes, de tener que dar demasiada factibilidad a una representaci on.
Entonces, d justificar las apariencias de un conjunto de datos reales (y no
necesariamente tomados correctamente) a través de una teoria instrumentalis-
ta lleva inevitablemente a recurrir a lo que se consideraria como la indeter-
minacion de una teoria. Esto es, no importa el grado de exactitud de la evi-
dencia, sabemos que hay en principio innumerables teorias, incompatibles
entre si pero todas compatibles con esas evidencias. Posiblemente una de
esas teorias pueda ser verdadera'.

Ahora, si aun modelo por sus cualidades se le reconoce en |o instrumen-
tal, entonces se tiene que asumir que de é no se pueden concluir ni verdades
ni falsedades categoricas; de é solo se podran obtener conclusiones mejores
0 peores, mas 0 menos Utiles parael fin con € que fue creado.

¥ no trayectorias orbitales completas.

12 por egiemplo, si queremos reproducir un évalo o una elipse, entonces es posible que no
exista un solo instrumento o técnica para hacerlo. Tenemos también el caso de la astronomia
ptolemaicay sus mulltiples posibilidades desarrolladas durante més de mil afios.
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Los modelos instrumentalistas tienen mas grados de libertad para llegar a
sus objetivos pues no tienen gque comprometerse con la existencia de las enti-
dades postuladas por sus teorias. Una teoria puede utilizar todo tipo de artilu-
gios sin que en ninglin momento se les tenga que atribuir realidad fisica, en €
sentido en que si se le tiene que atribuir a cualquier objeto tangible que nos
rodea 0 ala trayectoria seguida por un planeta, pero no asi alos epiciclos o0 a
los circulos deferentes propuestos para | os planetas.

Y desde este mismo punto de vista de un discurso instrumentalista se
puede plantear la posibilidad de que exista una ‘induccién pesimista’, en la
gue casi todas las teorias con un cierto nimero de afios pueden ser asumidas
como obsoletas en cuanto a la exactitud de sus predicciones de lo observable
o medible. Por gjemplo, desde el punto de vista de la fisica contemporanes,
Kepler se equivoco a afirmar que los planetas se mueven en oérbitas riguro-
samente elipticas. Y s todas las teorias son consideradas como incorrectas,
entonces la Unica deduccion razonable es que todas, o casi todas, las teorias
actuales serén consideradas erroneas de aqui a unas décadas. De esta manera
se sigue que de una teoria instrumental se puede llegar a generar un proceso
acumulativo en €l acance y precision de sus predicciones observables. Asi,
cada vez se puede lograr un mejor grado de aproximacion en laformaen que
se justifican las apariencias de algiin fenébmeno, que afin de cuentas parecie-
raser e cometido final.

De esta forma, las teorias instrumentalistas a igual que una maquina, se
pueden adaptar (0 actualizar) segun las necesidades que se le presenten a
través del tiempo, y estas adecuaciones pueden ser tanto de precision como
de incremento de datos. Esto lleva, como consecuencia, a que unateoria des-
place aotra, como sucede con las maquinas.

Los que piensan de forma contraria a instrumentalismo atribuyen reali-
dad a las entidades postuladas por la teoria; para ellos éstas no son meros
instrumentos de cllculo que permiten efectuar predicciones mas 0 menos
acertadas, sino gque pretenden explicar a partir de los datos obtenidos del mo-
delo, como es exactamente el mundo.

En adelante se presenta como gjemplo de instrumentalismo el trabajo de Pto-
lomeo en el Almagesto y, posteriormente, el cambio de enfoque que presenta
en Hip6tesis de los planetas.

La propuesta ptolemaica en € Almagesto dista mucho de ser metodo-
|6gicamente perfecta, ya que viol6 algunos supuestos cosmol ogicos arraigados
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entre los griegos™. Por una parte, se va a distanciar de la opinion general al
introducir epiciclos y excéntricas para los planetas™®, lo que le llevé inevitablemente
a romper con € principio cosmoldgico del movimiento planetario concéntrico
alrededor de la Tierra; por otra parte, chocara con lainterpretacion estricta del
principio de orden y uniformidad de los cielos, ya que introducira modelos e
hipétesis diferentes para distintos planetas (Mercurio tendra una excéntrica
movil como la Luna, € Sol no tiene ecuante, los planetas si, etc), como s
obedecieran distintas leyes'; pero, sobre todo, va a utilizar € ecuante sin
justificarlo ni fisica, ni mateméticamente.®

Aqui queda de manifiesto como e modelo se puede considerar un
instrumento a que se le puede quitar y poner segin convenga, Sin tener un
compromiso de inmutabilidad. Se tiene que recordar que € sistema planteado

13 Entre los supuestos y asunciones fisicas mas arraigados en la ciencia griega se pueden
mencionar la esfericidad del cielo y los planetas, la posicion geocéntrica e inmovil de latierra,
asi como su tamafio y distancia en comparacion con las estrellas fijas. A los anteriores
supuestos se les puede agregar otro que podemos considerar como una definicion, y que se
refiere a que hay dos tipos primarios de movimientos celestes: uno diario de rotacién y otro de
traslacion. Entre los supuestos iniciales no aparece ninguna referencia a movimientos
circulares o uniformes. Larazon es que Ptolomeo no los considera un supuesto, sino algo mas
fundamental a medio camino, entre un requisito formal y un principio metodol6gico que no
necesita defensa ni prueba.

14 Ya lo habia hecho con e Sol y la Luna, pero en ambos casos tenia el respaldo de Hiparco y
ademas eran cuerpos especiales que poseian cualidades adicionales alas de los planetas.

15 Copérnico, en su De Revolutionibus (1987, 9), critica esta desarticulacion del sistema pto-
lemaico. La siguiente cita es parte de la dedicatoria a Papa Pablo I11: “Tampoco pudieron
hallar o calcular [...] laforma del mundo y la simetria exacta de sus partes, sino que les suce-
di6 como si alguien tomase de diversos lugares manos, pies, cabezay otros miembros auténti-
camente Gptimos pero no representativos de un solo cuerpo, no correspondiéndose entre si de
modo que con ellos se compondria méas un monstruo que un hombre”.

El mismo prevé estas objeciones, porque inmediatamente después del excursus
metodol dgico anterior les sale a paso, aunque sin citarlas. Asi, afirma que a veces puede ser
necesario usar algo que vaya contra la argumentacion general (por razones de claridad,
simplicidad, etc), pero mantiene que eso no invalida la cuestion s 1o que se usa no da lugar a
diferencias apreciables en los resultados, iguamente, continla, a veces puede ser
imprescindible suponer que no en todos sitios se da € mismo modo de movimiento o
inclinacion de los circulos, pero, puesto que las apariencias de los astros cambian, es licito
cambiar el modo de las hipdtesis de los circulos, especiamente s se mantienen los
movimientos circulares en todos los casos (ya no habla, sin embargo, de los uniformes); por
ultimo, concluye en clarareferenciaal ecuante, que en ciertas ocasiones se puede estar forzado
a presuponer sin justificacion ni fundamento inmediato en las 'apariencias, una aprehension o
una conjetura alcanzada por ensayo y error, pero mantiene que, S las cosas supuestas sin
prueba casan con las apariencias, entonces no pueden ser gratuitas aunque sean dificiles de
explicar [Almagesto 1X, 2].
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en e Almagesto no proporcionaba las trayectorias de los astros, |0 que si
pretendia era dar cuenta de los datos de las tablas de observaciones. Por estas
razones € sistema lo podian modificar en su estructura cada vez que algin
cientifico de respeto lo considerara necesario.

Ptolomeo fue un giemplo en & que convergen las dos corrientes. €l ins-
trumentalismo y el realismo. Por un lado el Ptolomeo cosmdlogo aristotélico,
y por otro e Ptolomeo astrénomo geocéntrico. Asi, tenemos a dos pensadores
distintos unidos en la misma persona. El Ptolomeo cosmélogo repetia a pie
de laletralas visiones del mundo de la antigiiedad a discutir su filosofia del
universo. Con todo, €l Ptolomeo astréonomo niega que la explicacion plena de
las perturbaciones planetarias esté dentro de las posibilidades humanas. Asi,
se tiene que la explicacion astrondmica es virtualmente inconcebible para
Ptolomeo. Entonces, desde el punto de vista del Almagesto, tenemos a uno de
los méximos exponentes de un instrumentalista que no atribuia materialidad
ni alas esferas celestes ni alos epiciclos; 1o importante para é era ofrecer un
modelo mateméticamente exacto, esto es, que permitiera efectuar buenas
predicciones sin que le importaran las causas de los movimientos o que su
modelo fuera fisicamente verdadero. Pero desde la vision de Las hipotesis de
los planetas se puede atribuir a Ptolomeo, de forma ineguivoca, la elabora-
cién del denominado sistema ptolemaico®’. Las hipétesis fueron e elemento
dejuicio vital acerca de la pretendida polémica entre instrumentalistas y rea-
listas en la antigliedad, y en la que supuestamente Ptolomeo pertenecia al
grupo de los primeros.

1.6 Del cono al plano

En las dos secciones que siguen se abordara el tema de |os instrumentos des-
de diversos puntos de vista: @) la creacion de instrumentos vinculados con la
generacion de conicas, asi como los intentos y errores de Descartes por tras-
ladar curvas del cono al plano; b) por otro lado, se vera por qué los artistas
prefieren usar Gvalos en lugar de cénicas.

Como se menciono anteriormente, el hombre de ciencia siempre ha trata-
do de imitar lo gue ve o lo gque intuye que puede existir, esto es, siempre tra-
tar& de reproducir los patrones mateméticos de la naturaleza o de materializar

17 En esta obra si tiene el objetivo de presentar los modelos explicitos de cémo es que los
planetas describen sus trayectorias.
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los objetos mateméticos que é mismo crea'®. En este caso no se trataran de
justificar las apariencias como sucedi6 con los astrénomos o los fisicos. Aqui
no se requiere de una explicacion fisicay, en ocasiones, ni matemética de la
trayectoria de la curva; 10 que se necesita es un instrumento que trace la cur-
va segun las propiedades cineméticas y dinamicas que le corresponden, y que
ademas lo pudiera hacer repetidas veces obteniendo siempre la misma preci-
sion en € trazo.

Si fuera necesario iniciar cronol 6gicamente la mencion de los instrumen-
tos mateméticos™, inevitablemente tendriamos que hacerlo iniciando con la
reglay el compas de la geometria de Euclides. Como se sabe, la geometria
griega se cimentd en la invariabilidad, homogeneidad, eternidad® 'y finitud
del circulo, asi como en lainfinitud de larecta. De este modo, |os criterios de
existencia de los objetos geométricos estaban supeditados a su constructibili-
dad utilizando, exclusivamente regla y compas; por tal razon diversos pro-
blemas por todos conocidos (los [lamados 'clasicos)) no pudieron ser resueltos
en esa época (ver capitulo 2 de este libro). Cabe mencionar que €l hecho de
gue la existencia de los objetos mateméti cos dependiera de su potencial cons-
tructibilidad s6lo con regla'y compéas no implicaba que se tuviera que llegar
al acto mismo, es decir, se contemplaba que el uso mental de lareglay com-
pas diera el sustento necesario para los resultados tedricos. La sintaxis eucli-
diana ya exhibia en las demostraciones el uso intrinseco de los instrumentos,
éstos se pueden apreciar cuando se recurre a traslaciones, duplicaciones o
rotaciones de angulos y segmentos, entre otros.

Por otra parte, en la geometria plana, esférica o conica se tuvo la exis-
tencia de modelos tedricos gue pudieron ser considerados como instrumenta-
les”!. Esto es, |os model os tedricos de la geometria se encontraban en capaci-
dad de transformarse para poderse adaptar a significado y funcionamiento de
las leyes que gobiernan los objetos que ellos mismos generan. Asi, es méas
facil superar los obstaculos de la tradicion cultural que no aceptaba el uso de

18 Por objetos mateméticos entiéndase a las curvas geométricas que representan mediante una
convencion gue liga elementos mateméticos y forma de representacion grafica, una relacion
matemética en cada uno de sus puntos'y gque |os conocemos como ‘ lugares geométricos .

1% Como instrumentos mateméticos me referiré sdlo a los de trazo o céculo, mas no a los de
contabilidad como pueden ser e caso de tablillas, barras de calendarios, cuentas de barro,
abacos etc.

Para los griegos €l circulo fue un instrumento que por sus caracteristicas fue e conducto
para pensar en e movimiento homogéneo y perpetuo, yaque € circulo no tiene principio ni fin
%/ Su curvatura no cambia.

! Pero no como en el caso arquimediano donde la méaguina era la parte heuristica de la teoria,
aqui el modelo estéa en capacidad de evolucionar segiin selo exijan los avances tedricos.
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los instrumentos convencionales. Para este nivel de la geometria poco impor-
taba si el instrumento erareal o era una creacion de la mente. El proceso de
unificacion entre la matematica tedrica 'y los métodos mecanicos llego a ta
punto de simbiosis que se transformé en una practica comun, en donde solo
los inexpertos rechazarian las importantes aportaciones explicitas de esta
relacion.

Sin duda las conicas son el conjunto de curvas generadas por procesos
mecanicos, explicitos o mentales que mas fueron estudiadas en la antigliedad
griega. Por un lado tenemos a Menecmo con €l ortotome, oxitomey el ambli-
tome, y por e otro a Apolonio con la pardbola, elipse e hipérbola. En cuanto
a Menecmo sabemos que usd sdlo conos rectos y cortes perpendiculares a la
recta generatriz. Si e angulo del vértice del cono es recto, entonces a cortar
el cono con un plano perpendicular ala generatriz, a la curva interseccion la
[lamo una pardbola. Si el angulo es agudo, la curva interseccién fue [lamada
elipse. Apolonio usd un cono genérico (oblicuo con directriz circular) y las
curvas que extrae son estéticas.

Posteriormente, e problema fue el de representar (o proyectar) en €
plano las curvas extraidas del cono. Entre otras formas de abordar el proble-
ma se disefiaron mégquinas que extrajeran las caracteristicas matematicas de
las curvas en el cono y, que ademas trazaran a éstas Ultimas sobre una super-
ficie plana. A lo anterior se agrega que los puntos de las curvas en el plano
tendrian un lugar de referencia, o que seria el punto fijo del instrumento que
las generaba®. Entonces, se puede decir que |os trazadores de conicas ya se
podian concebir como maquinas-mateméticas en € sentido de que conse-
guian trazar en el plano objetos con las propiedades geométricas que origi-
nalmente sdlo tenian en el cono.

Pero los usuarios de este tipo de instrumentos-mateméticos™ eran cons-
cientes de la imprecisiéon o discontinuidad que podian tener las curvas gene-
radas por los instrumentos trazadores. Después de Descartes 1os métodos de
la geometria analitica ya estaban mezclados con los de |la geometria proyecti-
va, y aunque el uso de los instrumentos para la creacion de resultados mate-
maticos ya era algo comuin, aln se reconocia que plasmar las conicas en €
plano en formareal, y no sdlo como la tosca representacion de una ecuacion,
implicaba multiples obstéculos. Esto resultaba evidente para los que reque-

2 Aqui se debe de entender que e lugar de referencia o punto fijo pueden ser los vértices,
focos, o lainterseccion delos gjes en el caso deladlipse.
2 Para esta seccion se considera que |0s usuarios se ubican entre los siglos XV a XVII.
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rian instrumentos que generaran curvas que se emplearian en el disefio arqui-
tecténico, de lentesy en lostalleres de orfebres.

Un giemplo de lo anterior |o tenemos en Descartes cuando necesité trazar
conicas en el plano, pues € instrumento que requeria, ademas de hacer trazos
en papel, 1os tenia que hacer también como cortes en metal, madera o en cris-
tal. Parailustrar esta situacion lo mejor es presentar un instrumento tipico que
respondiera a estas necesidades , y que en este caso esta relacionado con la
Optica.

Descartes requeria dirigir un conjunto de rayos de luz paralelos a través
de un cristal y que se refractaran en grupos sobre una linea. En el discurso
décimo de la Dioptrica (1987) Descartes abordo e problema, y en primer
lugar esboz6 una solucion_de cdmo determinar el indice de refraccion de un
prisma triangular. Us6 un instrumento donde un rayo pasaba por Ay L, para
después atravesar €l prisma, salir por B y finalmente desviarse al (Figura 4).
Aqui es donde Descartes se interesaba por saber como se daba la relacion
gue tiene e punto |, situado sobre la placa EFI con respecto a los otros pun-
tos B y P. Después trasladd el problema al plano para tener un manejo mas
preciso (Figura5). Con centro en B y radio BP traz6 un arco que cortaba a Bl
en Ty alavez dibuj6 € arco PN, igual que en PT. Despuésunié BconNy a
la prolongacion de IP la corta en H. Con centro en B y radio BH dibujo un
arco HO, que cortaa Bl en O. Asi, obtiene que larazon de lalineaHl y Ol es
la medida comun de todas las “refracciones que causa latransicion del aire al
vidrio que examinamos’ (ibid, 1987, 163-164)
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Aunque Descartes no mencion6 que Ol es el seno del angulo de inciden-
cia, y que HI es el seno del angulo de refraccion, —y sin justificar la conti-
nuidad— afirma que s se toma sobre HI, MI = Ol y HD = DM, entonces D
es e vérticey H el los focos de la lente hiperbdlica que se desea construir.
En la siguiente cita Descartes comenta que con estos puntos es facil trazar la
hipérbola:

“Colocando dos estacas en los puntos H e | y haciendo que
la cuerda que rodea la estaca H esté atada a la regla de
formatal que no pueda plegarse hacia | antes que hacia D”.

Después propuso un método en € que usaba un compas con € que se
podian generar puntos de una hipérbola, pero el proceso tenia la restriccion
de que no generaba la curva de un solo trazo (Figura 6),

Descartes propuso un método en e que tomd
los puntos A, B 'y C como puntos de referencia
(no lo menciona en la Dioptrica pero Ay C
seran los focos y B uno de los vértices). Tome-
se Ny O sobre AC, de maneraque BN =BO, y
con A como centro tracese el arco TOV. En-
tonces con C como centro y con radio CN,
trécese el arco VNT, que corta el arco TOV en
V y T. La hipérbola pasaré sobre los puntos de
A interseccion de los arcos. Si se resta a OA €
segmento CN se obtiene un segmento BA-CB
gue seria la distancia entre los vértices de la
hipérbola considerando A y C como los focos.
Lo mismo se puede hacer con otros dos arcos
un poco mayores XQY y YPX para obtener
més puntos de la conica, como se ve en lacurva
Fig. 6 punteada.

Descartes opinaba que “tal procedimiento puede no ser malo para trazar
groseramente agin mode-
lo que representa aproxi-
madamente la figura de v B
los vidrios que deseamos S x
talar” (Descartes 1987, p.
166). Pero Descartes lo
gque necesitaba era tener
agun instrumento con e ‘
cual pudiera generar una N D T 1
hipérbola de un solo trazo, Fig. 7
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como sucede en el caso del circulo a ser dibujados por € compés. Para tal
proposito sefialé que del circulo HVI (Figura 7) se trazara la recta TVS y
también la recta VX paraela a HI. Ahora, s imaginamos que la recta TVS
gira arededor del eje HT, entonces la linea TVS describiria la superficie de
un cono, y €l plano fijo que pasa por VX cortara al cono dando lugar a una
hipérbola. Este es un gjemplo cartesiano de una ‘ maquina mental’ de las que
se mencionaban anteriormente.

Pero Descartes no 1o dejo en un gjercicio intelectual, y se propuso disefiar
una maguina cuyo resultado se muestra en la Figura 8.

AB esun rodillo (lalinea HI de la Figu-
ra 7), GM es una placa paralela a rodi-
llo; KLM es una regla con filo en la
punta que atraviesa €l rodillo conser-
vando siempre €l angulo, y con la cuali-
dad de poder moverse (por €l resorte en
K) para estar siempre en contacto con la
placa GM. Cuando € rodillo gira la
regla siempre estara en contacto con la
placay con €l filo trazara (o cortard si es
gnl material delgado) en ella una hipér-
ola

Fig. 8

Sin embargo la maguina posee un defecto, y es que la punta de acero M
varia de posicion segin se dirija hacia N o hacia Py el corte no serd exacta-
mente igual en todas partes, y como €l interés de Descartes en este pasaje de
la Dioptrica es el tallado de cristales, entonces la maguina de la Fig. 8 no es
la mas adecuada. Por razones de exactitud en la fabricacion de los cristales
propuso otra méguina, que pensd podria corregir e defecto en e corte, pero
esta magquina ya no es un mecanismo simple dado que involucraba varios
maodul os.

No fueron pocos los trabajos de Descartes sobre €l uso de compases.
Conocemos su compés proporcional, con e que encontraba las medias pro-
porcionales para construir ecuaciones algebraicas, y también se conoce €l
compas paralatriseccion del angulo, entre otros (ver capitulo 2 de este libro).
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1.7 Lascurvasy € ornamento

Desde otro punto de vista las inexactitudes antes sefidladas serian menos
relevantes frente alos 0jos de los artistas, arquitectos o artesanos; algunos de
ellos esperaban que los instrumentos |legasen a resolver sus problemas por €l
simple hecho de que su apariencia era la de ser una méaguina de precision. En
diversas disciplinas los instrumentos |legaron a ser solo un auxiliar heuristi-
co, Y s bien se aceptaba que no resolvian el problema, al menaos daban certi-
dumbre —para soluciones parciales— a que pretendia hacerlo, es decir,
guien abordaba el problema tenia mas seguridad si se apoyaba en una maqui-
na o en un modelo geométrico que tuviera la capacidad mecéanica —como s
fuera un instrumento— de poderse adaptar a la variabilidad de las condicio-
nesiniciales del problema.

Pintores, arquitectosy artesanos tenian frecuentemente la necesidad de trazar
determinadas figuras que dieran la apariencia de ser una conica. Y para estos
casos, —principamente los artistas relacionados con la ciencia experimental—
Se optd por crear 0 usar un instrumento que les generara exactamente 1o que que-
rian. Y los pintores o grabadores crearon mé&odos geométrico-mecanicos que
generaran € trazo que querian ver representado en sus obras, independientemen-
tedes lacurvaerad lugar geométrico de unaconica

Este tipo de usuarios de los instrumentos generalmente no consideraban
necesaria una demostracién o justificacion tedrica de las propiedades de las
curvas gue usaban. Aunque se debe sefidar que en la mayoria de los casos no
tenian la posibilidad de hacerlo —por |a carencia de conocimientos matema-
ticos, pero era algo que tampoco a ellos se les exigia. El fin para € que se
hacian los trazos no implicaba que matematicamente fuera lo que se decia
gue era, lo que importaba era que pareciera que si lo era; asi mismo, los que
pedian el trabajo alos artistas tampoco exigian la exactitud de los trazos des-
delavision critica de un matemético.

Para fines del siglo XV y principios del XVI los artistas mostraron inte-
résy necesidad de trazar curvas elipticas, y estas curvas aparecieron en igle-
sias, pisos, patios, ornamentos, pinturas, grabados, etc. Las formas circulares
gue tanto se habian usado desde los griegos ya no eran las Unicas en su prefe-
rencia. Larepresentacion més real de las escenas creadas por un pintor exigia
el uso de formas elipticas u ovaladas™. Para resolver tal problema contaban
con tres formas de hacer € trazo de las curvas —aparentemente— elipticas:

24 |_a representacion en perspectiva que ya se usaba en las obras desde el siglo XV exigia que
los circulos pudieran ser representados ya no solo de manera frontal, se requeria que pudieran
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1) Con los elementos tedricos de la geometria euclidianay de las conicas

que permitian €l trazo de elipses verdaderas.

2) Con instrumentos que pudieran trazar elipses verdaderas.

3) Con elementos de la geometria euclidiana que permitian trazar apro-

ximaciones de elipses usando 4 arcos de circulo.

Y en cada caso sucedialo siguiente:

1) Se usaban los elementos de la definicion matemética de €elipse y algu-
nos teoremas que permitian su construccién a través de cuerdas sujetas a
clavos que fungian como los focos. Pero este método es muy impreciso a
pesar de que recurre a la definicion matemética de elipse, y se debe a que las
elipses que traza son muy toscas dado que hay problemas para mantener la
tension del hilo y a que las condiciones de la cuerda cambian con la tempera-
turay la humedad. Y lo anterior es de sefidlarse porque se daba €l caso que
se tuvieran que repetir las mismas elipses en diferentes dias de construccion o
del disefio de la obray los resultados no coincidian. Por otro lado se presen-
taban irregularidades a no poder mantener siempre perpendicular el trazador
a plano de la€lipse alo largo delos 360°, y finalmente lainestabilidad de los
nudos (en los focos) podia afectar el trazo del constructor o del artista.

El marco tedrico que se requeria para dar credibilidad a los trazos ante-
riores es € de los tratados de conicas, como € de Apolonio, que ya se tenia
en su edicion veneciana de 1541, € de Werner de 1522 o el de Durero de
1525. Sin embargo no era fécil llevar a la préctica los conocimientos tedricos
de estas obras através de los instrumentos.

2) A principios del siglo XVI ya existian diversos ins-trumentos para
trazar elipses. Uno de los primeros fue el de Leonardo (1510) (parece que é
ya estaba usando el de Proclo), aungque también se tiene informacién de los
de Durero y Miguel Angel. Cabe mencionar que Leonardo también planted el
uso del elipsografo (ver Figura 9) para resolver un problema de Optica de
Alhazen®. Esta técnica de trazado con elipsografos es muy precisa, pero tie-
ne e problema de ser poco manejable para superficies mayores, como en €l
caso de los edificios o de superficies pequefias, como puede ser un grabado o

ser vistos en perspectiva, con lo cual parecian 6valos. Y en la arquitectura también se dio un
auge en € uso ornamenta de los 6valos, y éstos se podian ver en ventanas, pisos, plafones,
barandales, por mencionar algunos.

% El problema era poder trazar el camino que sigue un rayo de luz que choca contra un espejo
circular. Parte de la solucién implicaba construir una elipse.
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una pintura de bastidor. Para €
segundo caso se hubiera necesita-
ba construir elipsografos de dos o
tres centimetros de tamario.

3) La ultima opcién parece
gue se algja de la formalidad ma-
tematica del caso 1) o de la preci-
sion de los instrumentos del 2),
pero aqui lo que se requeria era un
contorno que pareciera una eipse.
En las representaciones artisticas
los elementos geométricos gene-
ramente no ocupaban de manera Fig. 9
conspicua los principales espacios  pel museo de la Universidad de Modena
de la obra—a menos que &l moti-
vo fuera ago cientifico—, es decir, la atencion generalmente se centraba en
los individuos, |0s espacios naturales, 10s objetos arquitectonicos. Las figuras
geométricas (principalmente las curvas, ya que las cuadriculas en los pisos
si eran objeto de interés en la representacion) generalmente ocupaban un
espacio pequefio en la obray no estaban inmersos en la problemética aso-
ciada con respecto a las proporciones de los objetos, es decir, no se daba €l
caso de tener que respetar proporciones como sucedié con el cuerpo hu-
mano, o la representacion E)roporcional entre objetos colocados a diferen-
tes distancias en la pintura®.

Para este punto 3) €l uso de los instrumentos sufrié un cambio y lo que
conveniaerair alasegura con lareglay compés, que en e fondo eralo mis-
mo que estaban haciendo en 2) cuando usan los elipsografos, es decir, si se
requeria trazar una elipse 0 algo que pareciera una elipse, los elipsografos
trazaban una curva con caracteristicas constantes de un lugar geométrico en
cada uno de sus puntos. Con la nueva técnica (que se presenta en la siguiente
pagina) se tendrian dvalos con caracteristicas de un lugar geométrico pero
construidos uniendo intervalos de cuatro arcos de circulo, con lo cua se ob-
tenia un évalo con la estabilidad estructural de un circulo pero en 4 seccio-
nes. Esto es, como la elipse tiene continuas variaciones en su curvatura, en-
tonces a los artistas y arquitectos se les complicaba poder medir perimetros,

% A partir del siglo XV fueron de gran interés el estudio de las teorias de la perspectiva, de las
proporciones del cuerpo humano y otras que pretendian la fiel representacion de lo que ve €
ojo (ver Alberti 1997).
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molduras, areas, volimenes, ya que sus soluciones solo eran aproximadas y
no eran obtenidas por medios analiticos. Y reproducir mualtiples veces una
misma elipse no erafécil, asi como tampoco lo erael calculo de materiales.

Cuando se usan sectores de circulos entonces es més sencillo reproducir
los angulos, lUnulas, areas, perimetros, bisecar angulos, construir perpen-
diculares, tangentes y, en general, todo el amplio repertorio de propiedades
del circulo que ya se conocian gracias al tratado de Euclides”, y por esta
razon los libros méas importantes de arquitectura incluian una introduccion a
la geometria euclidiana.

Para el trazo de los 6valos a través de sectores de circulos se desarrolla-
ron varias técnicas. Se tienen los casos de Sebastiano Serlio, de Joan de Ar-
phe o de Vignola, por nombrar algunos.

En € casos de Joan de Arphe su contribucién mas relevante aparece en
su obra De varia commensuracion para la escultura y arquitectura, y en €
de Sebastiano Serlio en su libro Cinco libros de arquitectura. Ambos autores
presentan métodos para €l trazo de évalos que resultan semgantes. Serlio
propuso cuatro métodos y de Arphe tres. En ambos casos trabajaron con cua
tro arcos de circulos. En laFigura 10 (a, b, ¢) se pueden apreciar tres métodos
que ambos usaron.

Fig. 10 a. Sea un circulo dividido en 4, en  Fig. 10 b. Trécense 2 circulos iguales,
lospuntos 1, 2,3y 4. Seponelareglaen 1  donde cada uno pase por € centro del
y en 4y se prolonga hasta B,K sehace lo otro. Con lareglauna 3y 4y en esa
mismo para obtener A, Cy D. Ahorasefija  direccion trace 3A, despuésunaly 3y
el compasen 2y setraza el arco CA, des-  trace 3D, y lo mismo para B y C. Des-
puéssefijaendy setrazael arco AB, asi se  pués fije €l compas en 4 y trace €l arco
tra- zan los arcos para formar e ovalo. AB, lo mismo para € arco DC con lo
Notese que la distancia 4A puede elegirsea  que finalmente se formael 6valo.
conveniencia.

2" Ver los Elementos, libros 3y 4
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Fig. 10 c. Se presenta un
metodo semejante al de 10 a,,
pero lo importante es que
agui_se pretende ensefiar a
disefiar molduras ornamenta-
les. Nétese que con arcos de
circulos se puede llegar aun
paralelismo entre dvalos que
dificilmente se lograria con
el método de la cuerda clava-
daen losfocos.

En las dos obras se pueden encontrar ejemplos del uso préctico de los Ova
los; por gemplo Serlio muestra e disefio de piezas de dfareriay orfebreria

Aqui slo se muestran dos autores, pero existian més técnicas para €

trazo de 6valos, como las de Vignola, Bianchi, Langley, Kitao, Mott. En un
articulo de Paul. L. Rosen (2001) se encuentra un estudio comparativo de los
diferentes métodos para trazar 6valos, y € autor llega ala conclusién de que
los 6vaos de Vignola son |os que més se acercan alaverdadera elipse
Al igua que Descartes, Joan de Arphe es consciente de que sus trazos y téc-
nicas encierran unainexactitud. Vale la pena mencionar que reconoce hones-
tamente que para el artista no importa tanto la exactitud, contrario a lo que
seria el caso para e matemético. En su exposicion sobre la cuadratura del
circulo advierte que el método no es exacto, y tampoco o son los procedi-
mientos para la division del diametro en siete partes. Advierte que € error es
un poco mayor a una milésima del didmetro, pero inapreciable para las di-
mensiones pequefias utilizadas por 10s plateros o escultores de retablos.
En su libro De varia commensuracion dice: "Y s alguna gracia se debe a mi
estudio y trabajo, no quiero que sea mas que recibido con e animo que le
ofrezco ala unidad de los artifices de mi profesion”. Este es el fin propuesto
por Arphe en su libro, y por ello no incluye las demostraciones geométricas
de “Arquimedes, Euclides, Theon, y otros’, contentandose con exponer de
modo claro los resultados, tanto graficos como escritos, y principalmente la
ensefianza del uso del compas para la construccion de las curvas requeridas
parael ornamento.

En el caso de Durero (1979) tenemos que en el prefacio a sus Institucio-
nes de Geometria advierte: “Ya que la geometria es la base correcta para toda
pintura, he decidido ensefiar sus rudimentos'y principios a todos los jovenes
aficionados al arte [...]. Pero el libro va destinado a ser de utilidad précticay
no un tratado sobre mateméticas puras’. La presente cita justifica por qué es
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gue Durero, cuando muestra como trazar las €elipses, no lo hace pensando en
la exactitud matemética; sucede que para los fines précticos de la obra le
bastaba con obtener algo que pareciera una elipse.

Para €l ojo del inexperto todas las técnicas presentadas en esta seccion
tendrian aprobacion a priori, y esto era porque a ver los instrumentos o las
técnicas geométricas que se emplearian, quedaria impresionado por lo elabo-
radas que eran. Aunque €l instrumento (que podia ser virtual) ante sus 0jos
no resolviera totalmente e problema, pensaria que lo podria hacer. Asi, te-
nemos el caso del astrario de Giovanni Dondi, en € que los instrumentos o
las técnicas muchas veces maravillan no por lo que hacen, sino por lo que
creemos que pueden llegar a hacer.

1.8 Loscieloslatierray e tiempo

El hombre en forma natural tiende a dominar su territorio y como consecuen-
cia cada vez ocupa regiones més extensas. Su instinto es el de la conquistay
control de las zonas que lo rodean, y para poder sentir seguro su entorno se
ha visto en la necesidad de desarrollar los ele-
mentos necesarios para entender, ordenar y me-
dir parcialmente aquello que lo rodea. Por ello le
es importante conocer en todo momento sus
colindancias geogréficas, y asi poderlas plasmar
en un mapa, ya sea por razones comerciales,
bélicas o de navegacion. Se tienen registros de
mapas desde el afo 2200 a. C., y es el caso de
una estatua que representaba a Gudea (sefior de
la ciudad sumeria de Lagash) sosteniendo un
plano a escala del templo de Ningirsu, junto con
unareglay un instrumento para escribir.

Esta dltima seccion tiene la finaidad de
mostrar agunas técnicas geométricas empleadas
en la navegacion. En este tema los instrumentos
podrian ser muchosy muy sofisticados, pero nos
centraremos principalmente en el uso de las car-
tas de navegaciony el compas ordinario.

5% Antes del uso generalizado de la aguja nau-
Figura tomada de [ Sellés 1994] tica (lo cua ocurre aproximadamente en el

KL N
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siglo XII), los marinos estaban capacitados para navegar entre los distintos
puertos, principamente en la zona mediterrédnea. En dicha region los vientos
dominantes eran generalmente estables, su variacion principal era del noroes-
te a nordeste segun la region y la estacion del afio. Estas condiciones del
viento favorecian principalmente los vigjes hacia el sur y a este, el problema
para estos casos era €l regreso, para lo que se tenia que recurrir a la navega-
cion costeray poder asi salvar e inconveniente de los vientos en contra. Por
estas razones la navegacion antigua se practicaba con mayor frecuencia entre
el final de la primavera y los principios de otofio ya que en estos meses la
nubosidad y la violencia de los vientos era menor. En dichos meses |os have-
gantes se orientaban principalmente a través de la posicién del Sol durante el
dia, y por lanoche lo hacian mediante |as estrellas de la boveda cel este.

L os antiguos navegantes —aun con €l uso del firmamento como guia—,
no recurrian con frecuencia a las técnicas de la geometria para ubicarse;
conocian bien los movimientos celestes y asi podian determinar las latitudes
de diferentes puntos mediante observaciones astrondémicas. Pero como se
menciono antes, su conocimiento de los vientos eraimportante. Es a Atimés-
tenesen e siglo 111 a.C. a quien se le atribuye haber formado una rosa de los
vientos de doce divisiones (aunque la mas empleada fuerala de 8).

En las épocas del afio (a principios de Siglo XII) en que las costas, asi
como la posicion de las estrellas y del Sol eran imperceptibles, ya se contaba
con la aguja nautica, y aunque ain era un instrumento rudimentario ya se
empleaba ocasional mente.

Para 1269 se reconoce la utilidad del magnetismo y sus ventajas navega-
cionales ya eran algo tangibles. Pierre de Mericourt, conocido como Pedro el
Peregrino, escribio la Epistola de magnete; éste es un tratado para la cons-
truccion de instrumentos magnéticos destinados a la orientacién. Mericourt
explicd e magnetismo por medio de esferas concéntricas, es decir, establecio
una analogia entre la esfera de los cielos y una esfera que é construy¢; €l
caso es que cred una piedra iman de forma esférica donde se establece que
sus polos magnéticos son andlogos a los polos de la esfera celeste. A esta
piedra se le [lamé Terrella y se pensaba que si se montaba adecuadamente
sobre un gje, ésta giraria por sus cualidades alapar que las estrellas. Pero €l
modelo que se usaba en la préactica de la havegacion consistia en pegar una
rosa de los vientos directamente encima de la aguja con la superficie dividida
en cuadrantes.

En la segunda mitad del siglo XIl1 la navegacion ‘magnética’ ya era mas
aceptada. Esta clase de travesias se apoyaban también en libros de rutasy en
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cartas de navegacion y era muy importante contar con el conocimiento ma-
tematico para saber en todo momento el curso que seguia la nave, asi como
las desviaciones que se sufrian debido a la direccion de los vientos. Esto Ul-
timo era lo que més inquietaba a los navegantes, pero con las mejoras a la
aguja nautica aumento la certidumbre y con ella € trafico maritimo, el cua
ahora si se podia hacer en las épocas del afio en que las condiciones meteoro-
|6gicas dificultaban la orientacion através de observar los astros o el Sol.

Los libros de rutas o cartas portulano que se usaron en los siglos XI11 'y
X1V retinen la informacion de las distancias y direcciones entre los principa
les puertos, puntos costeros de interés o, simplemente, lugares de referencia
paralas cartas. Las cartas portulano tienen la caracteristica de estar cruzadas
por lo que parecen ser haces de rectas (Figura 11) que aparentemente mues-
tran desorden, pero que en la realidad son las uniones de las rutas constantes
antes mencionadas.

Configuracién de la construccién b ’
de una carta portulano. Como se Ssae|
ve, la red de lineas que recorre la
carta esta formada por una circunfe-
rencia y 16 puntos nodales sobre
ellay a'su vez sobre una cuadricula. —
Para una carta mediterranea se usa- Ny
ban dos circulos. Cabe sefidlar que
las lineas del  cuadriculado no tie-
nen que ver con los meridianosy los
paraelos terrestres, Pero S se tiene
que considerar que las lineas verti-
cales corresponden a la direccion
del norte magnético y no del norte
geogréfico.

Fig. 11, tomada de [Sellés 1994] "2\

Pero estas cartas tenian sentido siempre que se usara la aguja nautica, ya
gue solo con ella se podia seguir €l rumbo marcado. Aqui cabe sefialar que
aun hay controversia sobre el papel que jug6 la aguja nautica para e disefio
de las cartas. La opinion mas generalizada es que se hizo una recopilacion de
la experiencia acumulada por los navegantes, y todo parece indicar que se
pudo llegar mas 0 menos a un acoplamiento de las direcciones de la aguja
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nautica, del disefio de la rosa de los vientos y, finalmente, de las rutas ya
conocidas por los navegantes™,

Navegar usando € compas y las cartas portulano se volvié algo sistemé
tico y de una dificultad manejable. En la carta se localizaban los dos puntos
(ver Figura12): el desalidaA y el de arribo B. Si a unirlos larecta coincidia
con una de la carta entonces se tenia € rumbo y la distancia a seguir; en caso
de no darse la coincidencia se tomaria una de rumbo paralelo® alas existen-
tes en los haces de la carta.

Fig. 12, tomada de [Sellés 1994]

Pero a pesar de que se tuviera la ruta angular y la distancia del recorrido,
los vientos no necesariamente llevarian a barco exactamente por la ruta mar-
cada, lo que podia suceder era que e barco cruzara una y otra vez la ruta
marcada describiendo asi una linea quebrada. Entonces, los navegantes nece-
sitaban saber en todo momento cuanto es o que se habian desviado de la ruta
y, a mismo tiempo, cuanto se habian
acercado al destino para que poste-
riormente virasen el angulo adecua-
do rumbo a destino trazado. La
solucion al problema le exigia poder
resolver triangulos rectangulos. En
la obra de Ramon Llull, escrita a
finales del siglo XIlII, se encuentra
una de la formas en que se podia

% En las ilustraciones de las cartas portulano se ve una estricta simetria, pero a estudiar las
gue se conservan se detecta una inclinacion generalizada del €je este-oeste del Mediterraneo
de aproximadamente 8°, esta asimetria puede ser la consecuencia de la declinacion magnética
detectada en aquella época.

2 Setiene que considerar que para esta época se usaban rosas de |os vientos de hasta 32 direc-
ciones, por lo que no eratan dificil encontrar unarecta casi paralela de entre los haces.
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atacar € problema desde el punto de vista geométrico. El rumbo que el timo-
nel del barco desea seguir esde O al SE (ver Figura 13), pero ladireccion del
viento lo arrastra en direccién a E. Ahora, se divide € curso que sigue la
direccion E en segmentos OBy, OB,, ... de 100 millas cada uno, y desde los
puntos B;, B, ... se trazan perpendiculares a la linea del rumbo SE que se
cortan en C,, C,, .... Asi, si se avanz6 100 millas hacia €l este recorriendo €l
tramo OB;, se ha avanzado OC,, en la direccién de SE, habiéndose separado
de este rumbo en lalinea recta de distancia B;C,, y la misma relacién se pue-
de establecer entre B, y Cy; entonces, cuando el barco se encuentraen B, y s
los vientos le permiten virar hacia SE, entonces, seria necesario conocer el
angulo B, paralo cual va a necesitar la magnitud de B, C, . Para obtener los
angulos y los segmentos antes mencionados seria necesario tener conoci-
mientos de aritmética y trigonometria, 1o cual no era algo comin entre los
navegantes, para estos casos se contaba con una tabla de datos Ilamada toleta
de marteloio®.

Pero la efectividad de los célculos dependia en gran medida de la manera
en gque se hubieran tomado los tiempos de recorrido, y de los instrumentos
utilizados para el célculo del tiempo.

Auln en € siglo XVII € tiempo se media basicamente observando e mo-
vimiento de los astros en sus esferas correspondientes. Para este modelo de
prediccion, € Sol teniaun papel fundamental, ya que de é dependia lamedida
de lastrayectorias de los planetas, asi como las primeras formas primitivas que
dieron lugar a instrumentos para medir e tiempo y dar forma a los primeros
calendarios. Los movimientos de la sdlida y la puesta del Sol, asi como los
correspondientes a las estrellas, fueron la base fundamental de la medicion del
tiempo hasta que surge e reloj mecanico. La comprension de los principios
mateméaticos intrinsecos al movimiento de los astros fueron la base necesaria e
imprescindible para entender € principio de los primeros relojes de Sol asi como
de los agtrolabios. Como los instrumentos para el caculo del tiempo dependian
de la posicion de los astros, € disefio contemplaba determinar |a hora durante €
dia con relojes de Sol, y para la noche se disefio € nocturnlabio, instrumento
cuyo funcionamiento dependia de lalocalizacion de laestrella polar.

Uno de los fendbmenos variables que se utilizaron para la medicion astro-
némica del tiempo fue la aturadel Sol o de una determinada estrella sobre €l
horizonte. Pero para calcular la hora a través de la observacion de arcos del
recorrido del Sol o de una estrella, se necesitd del uso de complejas técnicas
trigonomeétricas que no eran muy conocidas en el occidente latino, pero ain

%0 Paramés precisiones del gjemplo anterior véase [Sellés 1994]
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conociendo estas herramientas matematicas los célculos resultaban compli-
cados. Por dicharazon se tuvieron que desarrollar soluciones alternativas.

Asi, el astrolabio Ilega a ser el instrumento méas depurado para obtener la
hora. El principio fundamental del instrumento es el de una proyeccion este-
reografica de la esfera celeste sobre el plano que cruza el ecuador. Asi, resul-
ta que la esfera celeste y e globo terrestre se pueden trasladar sistematica-
mente a una superficie plana. Aungue no se tienen registros plenos de la exis-
tencia de los astrolabios entre los griegos, Ptolomeo escribié una obra donde
muestra los principios mateméticos de la proyeccion estereogréfica, y que
nos hallegado bajo el nombre de Planispherium. Y esaTeon de Algandriaa
guien se le debe € registro més antiguo sobre la construccion y € uso del
astrolabio, € mismo que posteriormente seria conocido por los érabes. Es
necesario sefialar que a pesar de los multiples tratados sobre €l uso del astro-
labio que se escribieron durante la Edad Media, esto no significd que sus
usuarios estuvieran familiarizados con los principios mateméticos de la pro-
yeccion estereogréfica. quienes recurrian a astrolabio en su mayoria se limi-
taban a gecutar una serie de instrucciones como sucede en el presente con €l
uso de algunas méaquinas.

Pero cientos de afios antes de la aparicion del astrolabio el instrumento
predominante para determinar la hora durante € dia fue € reloj de Sol. El
reloj se formaba con un gnomon que proyectaba la sombra sobre una superfi-
cie que tenia marcadas las lineas horarias. El uso de la sombra durante e dia
parece ser la forma mas natural y |6gica de medir el tiempo, pero matemati-
camente es de las mas dificiles de controlar, y se debe aque laposicion de las
lineas horarias varian considerablemente de una estacion a otra durante el
ano: sucede que durante el verano las lineas estan méas separadas que en la
primavera o en € otofio, pero pasa que en €l invierno estan mas juntas. Por
estas razones la hora estd marcada por la punta de la sombra del gnomon y no
por larectatotal descrita por la sombra.

La construccién de las lineas horarias donde el gnomon proyecta la som-
bra fue un tema para los mejores matematicos griegos. Afortunadamente
sobrevive la obra ptolemaica titulada Analema, donde describe en detalle las
caracteristicas mateméticas de las citadas lineas, esto es, las lineas de la esca-
la de la declinacion diaria del Sol trazadas en un globo terrestre artificial. Es
en este sentido que la analema esta estrechamente rel acionada (en su metodo-
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logia) con las proyecciones estereogréficas y ortogonales™ usadas para resol-
ver los problemas de la esfera.

Reconocimientos. Agradezco las valiosas opiniones de Rafael Martinez,
Antonieta Fregoso y Juan Ojeda.

31 Laproyeccion ortogonal se empled también para determinar la hora; se basa en proyectar la
esfera ortogonalmente sobre € plano del meridiano. En € Medioevo se usaba esta clase de
proyeccion através de un instrumento [lamado organum Ptolemel.
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2.1 Introduccion

Estas notas fueron presentadas en una plética que dio el autor en el Foro "Ma
temaquinas, maquinas para hacer matematicas' que se desarroll6 en la Facul-
tad de Ciencias de la UNAM en septiembre de 2001. El propdésito de la pl&
tica era mostrar como |os problemas de construccion con reglay compés, son
parte de una serie de topicos interesantes de |la matematica que no requieren
un alto nivel tedrico para ser entendidos y que han sido determinantes en el
avance de lamatematica, por o que su estudio ademés de enriquecer la cultu-
ra matemética del alumno nos permite aprender aspectos teoricos de las di-
versas ramas de la matemética que se vieron fortalecidas por las investiga-
ciones realizadas arededor de ellos.

Posteriormente, en el mes de noviembre se impartié un taller con el objeti-
vo de demostrar la imposibilidad de la triseccién de un angulo y la duplica-
cién del cubo. El material cubierto sirvié para ilustrar importantes aspectos
estructurales de la matemética como son su unidad y cohesion interna basada
en la demostracién matemética de las conjeturas, y para mostrar aspectos
metodol 6égicos como € uso de las generalizaciones y analogias para descu-
brir nuevos hechosy facilitar la comprension de la matemética.

La problemética abordada es muy rica y permite tratar temas del agebra
de polinomios, gréficas de curvas, interseccion de curvas, nimerosy divisi-
bilidad, entre otros. El contenido de este trabajo cubre primeramente la teoria
basica relacionada con la imposibilidad de la triseccién de ciertos angulos y
la duplicacion de un cubo. En la segunda parte se describen algunos de los
intentos de la matemética griega para resolver estos problemas, los cuaes
generaron € desarrollo de interesantes instrumentos que son parte de los
origenes de los mecanismos articul ados.
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2.2 Algunos problemas de construccion

En los problemas de construccion propuestos por Euclides' slo se permite el
uso de unaregla no graduaday un compas. En principio, el compés solo sirve
para trazar circulos con un centro dado y que pasen por un punto conocido.
Con € fin de facilitar lalectura de estas notas introducimos la siguiente nota-
cion. El simbolo AB denota el segmento cuyos extremos son |os puntos A 'y
B. Lalongitud del segmento AB se denota por |AB|. Paraidentificar alarecta
gue pasa por los puntos A'y B utilizamos el simbolo JAB. El rayo que inicia
en el punto A'y pasa por e punto B seidentificacon TAB. Larectao e rayo
gue pasa por los puntos A, By C, con € punto C entre Ay B, se denota por
TACB o TACB, respectivamente. El tridangulo con vértices A, B y C se
denota por AABC vy el angulo formado por A, By C con vértice B es ABC.
Si no hay peligro de confusién se utilizard la misma notacion para identificar
aun éngulo y a su medida. Finalmente, el circulo con centro en €l punto Ay
que pasa por €l punto B se denota por S(A, B) y S(A, |BC|) es d circulo
centrado en Ay de radio |BC] .

Buena parte de laimportantisima obra Elementos de Euclides, se dedicaa
resolver problemas de construccion con reglay compas. Entre ellos elegire-
mos agunos que son adecuados para ilustrar los métodos utilizados y para
mostrar puntos interesantes de la matemética. En lo que sigue para referirnos
a libro | o 1l de los elementos de Euclides, diremos simplemente libro | o
libro 1.

Iniciemos con uno de |os problemas bési cos de construccion.

Proposicion 2.1. Por el punto A, construir la recta perpendicular a la recta
TAB.

Construccion: Una construccion sencilla es la siguiente: Con centro en €
punto A, trazamos un circulo que intersectaalarecta JAB enlospuntosC y

D. Ahoratrazamos los circulos S(C, D) y S(D, C), los cuales se intersectan
en €l punto E. Larecta JAE esperpendicular alarecta JAB. (Ver Figural).

! Euclides (c. 430-360 BCE.), matemético griego, su obra principal, Elementos de geometria,
es un tratado de matematicas en 13 volimenes sobre materias tales como geometria plana,
proporciones en general, propiedades de los nimeros, magnitudes inconmensurables y geo-
metria del espacio.
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Fig. 1

Para demostrar que JAE es perpendicular a JAB, notemos que
|DA|=|AC|, por ser radios del circulo S(A,C) y |CE|=|DE| yaque son igua-
les &l radio |DC| del circulo S(C,D). Por lo tanto los triangulos ADAE y
AACE son congruentes y entonces los éangulos DAE y EAC son iguales y
como su sumaes 180°. Se concluye que cada uno de ellos es de 90°.

La construccién anterior se puede utilizar para construir una recta perpen-
dicular a la recta JAB que pase por un punto C fuera de J AB. Con esta
construccién se puede trazar la paralela a una recta dada JAB que pase por
un punto C. En efecto, se traza la perpendicular {CD a JAB. La perpendicu-
lar a JCD por el punto C es paralela a $AB. La demostracion se obtiene
directamente del Ilamado Quinto Postulado (de las Paralelas), que Euclides
enunci6 de esta manera: S una recta al incidir sobre dos rectas hace que la
suma de los angulos interiores del mismo sea menor que dos rectos, las dos
rectas prolongadas indefinidamente se encontraran en el lado en que estan
los (Angulos) menores que dos rectos.

También es cierto que si sabemos trazar |a paralela a una recta por un pun-
to dado, entonces se puede trazar la perpendicular por ese punto. Sin embar-
go es conveniente dar una construccion independiente.
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Proposicion 2.2. Construir una recta paralela a larecta L, que pase por un
punto C.

Construccion: Sean A 'y B dos puntos de la recta L. Se traza un circulo con
centroen C queintersectea TAB en D. Concentroen D setrazael circu-
lo que pasapor C eintersectaa TAB, en el punto E. Finamente se traza
d circulo S(E,D). Los circulos S(E,D) y S(D,C) seintersectanen F. Las
rectasL y JCF son paralelas (ver Figura 2).

Fig. 2
Lademostracion es simple. Basta notar que |CD| = |DE| =|EF|=|FC]|.

Una demostracién muy sencilla de que la suma de los angulos interiores de
un tridngulo suman 180°, se basa en la construccién de una recta paraela a
uno de los lados del triangulo. Consideremos el triangulo AABC y por €
punto C tracemos laparaelal alarecta JAB. EnlaFigura3, e angulo o
esigual a angulo CAB vy el angulo £ esigua a angulo ABC . Entonces
180" =a+ ACB+ # =CAB+ ACB + ABC.

Il
- A 4

Fig. 3
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Una demostracion més elaborada se obtiene a través de una reduccion.
Como un triangulo recténgulo es la mitad de un rectangulo, la suma de sus
angulos interiores es 180°. Asi €l resultado se obtiene del hecho de que un
triangulo cualquiera es la unién de dos tridngul os rectdngul os que no se tras-
lapan.

Los tres problemas de construccion tal vez mas importantes en la historia
de la matemética son la triseccion de un angulo, la duplicacion de un cubo y
la cuadratura de un circulo. El primero consiste en dividir un angulo dado en
tres angulos iguales utilizando sélo lareglay el compas. Resulta sorprenden-
te la dificultad de este problema si 10 comparamos con la biseccion de un
angulo gue aparece como la novena proposicion del libro |.

La duplicacién del cubo y la cuadratura del circulo son problemas del
mismo tipo. En ambos se pide construir una figura o un sélido que tenga €l
area o0 volumen de otro dado. Especificamente en la cuadratura del circulo se
reguiere construir un cuadrado cuya &rea sea igual a la de un circulo dado y
en la duplicacién del cubo se trata de construir un cubo cuyo volumen sea el
doble de otro dado. En los Elementos de Euclides aparecen varios problemas
de cuadraturas; por jemplo, en €l libro | la proposicion 42 pide construir un
paralelogramo que tenga area igua a la de un tridngulo y un éangulo con-
gruente a un angulo dado. La proposicion 14 del libro 1l se refiere ala cua
dratura de un poligono dado.

La construccion de poligonos regulares esta muy relacionada con el pro-
blema de dividir un angulo en partes iguales. Claramente, la construccion de
poligonos se reduce a dividir el dngulo de 360° en partes iguales. Ahora da-
remos algunos métodos para construir poligonos regulares.

La Proposicion 1 del libro | pide construir un triangulo equilatero que ten-
ga un segmento dado AB como uno de sus lados. Para construirlo notemos
gue dos vértices son los puntos A y B; €l tercer vértice es cualquieradelos
dos puntos de interseccién de los circulos S(A,B) y S(B,A). Un poco mas
complicada es la construccién de un tridngulo equilétero inscrito en un circu-
lo dado S(A,B). Para construirlo se traza € circulo S(B,A) que intersecta a
S(A,B) enlospuntos C y D. Ahorasetrazaé circulo S(C,D) que intersec-
taaS(A,B) en e punto E . El tridngulo cuyos vérticesson C, D y E, es
obviamente equil&tero (ver Figura 4(a)).
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[a) [b)

Fig. 4

La construccién del tridngulo equilétero en particular resuelve la triseccion
del angulo de 180° o del angulo de 360° . En general, la construccién de un

poligono regular de n lados se reduce a construir un angulo de (360/n)°.

La construccion del cuadrado es muy simple. La construccién del pent&
gono es equivalente a la del decagono. El pentagono se obtiene uniendo al-
ternadamente los vértices del decégono.

Proposicion 2.3. Construir un decagono inscrito en el circulo S(A,B).
Construccion: La perpendicular al segmento AB por € punto A corta al
circulo S(A,B) end punto C. Sea D €l punto medio del segmento AC. El
circulo S(D,|DB|) intersecta a rayo TCA en e punto E. Ahora trazamos el
circulo S(A,E) que corta a segmento AB en e punto F. El circulo
S(B,|AF|) intersectaa S(A,B) enlospuntos G y H. El angulo BAG mide
36" y GAH mide 72° (ver Figura 5).




Geometria, dlgebra y maquinas 47

Fig. 5

Para la demostracion, supongamos que € segmento GB es tangente a
circulo S, que pasa por los puntos A, F y G. En este caso, € angulo
BAG esigua a FGB; por otra parte, FAG + FGA+180" — BFG =180°,
por lo tanto BFG=FAG+FGA=BAG+FGA y entonces BFG=FGA+FGB,;
como €l triangulo ABAG es istceles, setiene laigualdad ABG=AGB , pero
AGB=FGA+FGB y ABG=FBG , se concluye que BFG=FBG ; es decir €
triangulo AGBF esisoceles. Asi, GF=AF vy d triangulo AAGF esisbceles
y en particular FAG=AGF, lo cua implica que BFG=2FGB y como
2BFG+ FGB=180", setieneque BAG=36".

La demostracion de que € segmento BG es tangente al circulo S, des-
cansa en la Proposicion 37 del libro Il que afirma que larecta [BG es

tangente a circulo que pasa por los puntos A,F,G s B esun punto fuera
del circulo con la propiedad de que |BF ||BA|= |BG|2 . Demostremos ahora la
tltimaigualdad.

Por el Teorema de Pitégoras |AB|” =|BD|* ~|AD|* =|DE| ~| AD[" . Substi-
tuyendo |AB|=|AF|+|FB| en la iguadad anterior se obtiene
|AB|(|AF| +|FB|) = |DE[" - AD[" = (|DE] + | AD|) | DE| -| AD]) = | EC] | AF|
= (|AF|+|AB|)|AF|.
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De donde | AB||FB| = |AF|* =|BG|".

La construccion del pentadecagono regular se obtiene con la construccion
conjunta del triangulo equildtero y del decagono. En la Figura 4(b) construi-
mos sobre € segmento CF, €l angulo GCF de 36" (Proposicién 2.3). En-
tonces el angulo HCG mide 24° yaque ECD mide 60°. En general, s
podemos construir los angulos con medidas x, y, talesque x>y y z=x-y
divide a 360, entonces se puede construir € angulo z. Hasta fines del siglo
XVII1 los tnicos poligonos regulares construibles eran los de 3,4,5,15 lados,
junto con los que se obtienen por medio de la biseccion. En 1796 Gauss”
construy6 el heptadecagono y posteriormente enuncié que ““Un poligono
regular de nlados es construible si y solo si el méximo factor impar denes1
0 un producto de nimeros Erimos de Fermat distintos'. Este resultado fue
demostrado por L. Wantzel® en 1837. El problema de saber cuales son los
poligonos regulares construibles se redujo a conocer cuales son los nimeros
primos de Fermat. Un nimero primo de la forma 2* +1 se llama nimero
primo de Fermat”. Actuamente |0s tinicos niimeros primos de Fermat que se
conocen son 3, 5, 17, 257 y 65537 que corresponden an= 0,1,2,3,4, respecti-
vamente y no se sabe si el conjunto de primos de Fermat esfinito o no.

Si revisamos las construcciones que hemos realizado, hotamos que todo se
reduce a trazar puntos nuevos con regla'y compés partiendo de un conjunto
de puntos previamente determinado. Para hacer un trazo con una recta reque-
rimos a menos un punto y para hacer un circulo se necesita un punto para €l
centro y otro punto por el cua pasa, o bien un punto central y un radio; este
radio necesariamente se especifica por medio de un segmento definido por
dos puntos. Por gemplo, en laFigura5 seiniciaconlospuntos A y B , a
partir de los cuales se van construyendo lospuntos C, D, E, F, Gy H;
lainformacion deseada esta contenidaen lospunto A, B, H y G. Deeste
modo para saber cuales son los problemas de construccion que se pueden
resolver, debemos saber cuales son los puntos que podemos construir.

% C. F. Gauss (1777, 1855) como resultado de sus investigaciones sobre ecuaciones ciclotémi-
cas, él obtuvo condiciones para la constructibilidad con reglay compés de los poligonos regu-
gar&& Tenia 18 afios de edad cuando encontré que el heptadecagono es construible.

P. L. Wantzel (1814-1848) famoso por sus trabajos sobre |a resolucion de ecuaciones por
medio de radicales, también dio la primera demostracion de laimposibilidad de duplicar e
cubo y trisectar el dngulo con reglay compés. .

* Pierre de Fermat (1601-1665), conjeturd que Igs nimeros de laforma 22 +1 eran primos.
En 1732, L. Euler encontrd que 641 divide a 27 +1.
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2.3 Numer os construibles con reglay compas

En esta seccion se dard una caracterizacion de los puntos del plano que se
pueden construir con reglay compas si se inicia con un par de puntos. Esta
caracterizacion nos servira para demostrar laimposibilidad de la triseccion de
un anguloy de la duplicacion del cubo.

En €& plano elegimos una parga de puntos que denotamos con (O, O) y
(1,0) o con O y €, respectivamente. La distancia entre esos puntos la iden-
tificamos con la unidad. Unarecta es construible si pasa por dos puntos cons-
truibles. Un circulo es construible si su centro es un punto construible y pasa
por un punto construible. Identificamos con € gje de las abscisas a la recta
Oeg y con € eje de las ordenadas a la recta perpendicular a Og; que pasa
por el punto O. Un punto es construible si (i) es O o €, o (ii) eslainter-
seccion de dos rectas construibles, o (iii) es la interseccién de unarectay un
circulo construibles, o (iv) eslainterseccion de dos circulos construibles.

Un nimero es construible si es la abscisa de un punto construible. Deno-
temos con Q a conjunto de los nimeros racionalesy con QQ el conjunto de
todos los nimeros construibles.

Si ya hemos construido hasta los puntos (0,0), (1,0),..., (n,0), con n>0, &
punto (n+1,0) es la interseccion de S((n,0),(n-1,0)) con larecta JOe. En
forma andloga se demuestra que todos los puntos de la forma (n,0) con n<0
son construibles. Es decir, los nimeros enteros Z son construibles. Con ma-
yor generalidad, los racionales los construimos de la manera siguiente: Dado
e raciona a/b, construimos los puntos A=(a,0) y B=(0,b). Se traza la recta
paralelaa JAB por e punto €,=(0,1), que intersectaa JOe en un punto
X=(x,0). Los tridngulos AOAB y AOXe, son semejantes. Por |o tanto x=a/b.
El circulo S(O,(1,1)) intersectaa JOg en e punto (\/EO) por lo tanto /2
es congtruible. Estas observaciones demuestran |a siguiente proposicion

Proposicion 2.4. El conjunto Q es un subconjunto propio de QQ.
En laProposicién 2.5 se demuestra que € conjunto QQ tiene unarica estruc-
turaalgebraica.
Proposicion 2.5. El conjunto QQ tiene las siguientes propiedades:
1. S a b eQQ,entonces a+b €QQ,

2. S9a b ceQQyc=0,entonces ab eQQy a/c €QQ,
3. SaeQQya >0,entonces Va €QQ.
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Demostracion: Solo daremos la idea general, ya que los detalles son simples
y se dgjan d lector (ver Figura 6). Supongamos que a y b son nimeros no
negativos, que pertenecen a QQ. Se construye el punto (b,a) (Fig. 6(a)). El
circulo S((b,0),(b,a)) intersecta a {Og en dos puntos. El punto a la derecha
de (b,0) es (a+b,0) y € de laizquierda es (b-a,0). Asi, b-ay a+b son cons-
truibles. En laFigura 6(b), larectapor (0,b) paralelaalarecta §e,(a,0) inter-
secta a JOe en € punto (ab,0). Andlogamente, la recta por e, paraela a
7(0,b)(a,0) intersectaa JOe en € punto (a/b,0).

\ (0 k)
\ 01

o a0y

(ab,0)

(@ (b)
Fig. 6

Una cuestion muy importante es saber que tan grande es € conjunto QQ.
Si QQ es e conjunto R de los nimeros reales, entonces la triseccion del an-
gulo, la duplicacion del cubo, la cuadratura del circulo, etc. serian posibles
con solo reglay compés. En este caso podriamos por gjemplo, construir 7 y
entonces € circulo se podria cuadrar ya que dada su &rea a, su radio a/z
seria construible; o bien se podria construir el Cos(«/3) de cualquier angulo
a 'y entonces seria posible trisectarlo, ya que € tridngulo rectangulo con uno
de suslados igual a Cos(«/3) e hipotenusaigual 1 seriaconstruible.
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Una vez que se han construido los nimeros racionales, la forma de obtener
nuevos nUmeros consiste en:
i) Intersectar dos rectas que pasan cada una por dos puntos con coor-
denadas racionales, o

i) Intersectar una recta que pasa por dos puntos con coordenadas ra-
cionales con un circulo con centro en un punto con coordenadas racio-
nalesy que pasa por un punto con coordenadas racionales, o

iii) Intersectar dos circulos con centros que tengan coordenadas racio-

nalesy que pasen por un punto con coordenadas racional es cada uno.

Finalmente,

iv) L os nuevos nimeros son |as abscisas de los puntos de interseccion.
Esféacil demostrar que en el caso (i), € punto de interseccion tiene coordena
das racionales; por |o tanto ninglin nuevo nimero se obtiene en este caso. Sin
embargo, en los casosf@i) y (iii) los puntos de interseccion tienen coordena
dasdelaforma g+ pva, con p, g, a € Q. De este modo se obtienen nuevos
nimeros cuando a ¢ Q. Por gemplo, g+ pv/3 esun nimero construible no
racional. De hecho, QQ contiene a conjunto {q+ pVa |, p, a eQ}. Es il
introducir la siguiente definicion.

Definicion 2.1. Sea B un conjunto de nimeros reales que contiene al cero.
S acB y JaeB, al conjunto {q+ pVa |g, pe B} se le llama extension
cuadratica de B y la denotaremos por B(+/a ).

Los elementos de los conjuntos Q(+/a ), donde a e Q son construibles y
cada conjunto Q(+/a ) tiene las propiedades enunciadas en la Proposicion 2.2.
Esto se obtiene de las ecuaciones siguientes,

(b+c\/5)(a+,6’\/5) (ba+aﬂc)+(0a+b,6’)\/5,
(b+ c«/a)_l ;(b—c\/a), (0.1)

b’ —c’a
(b+cva)+(a+pa) = (b+a)+(c+pB)Va

Entonces podemos repetir el proceso (i)--(iv), utilizando una extension
cuadrética Q(~/a ) en lugar de Q y en forma andloga, se obtendran nuevos
puntos construibles de la forma a+p\y, con «a, g, ye Q(Ja) y
J7 ¢Q(Ja) . Es decir, puntos construibles que pertenecen a una extension

cuadrética Q(v/a )(/y ) de Q(v/a). La extensién cuadrética Q(~v/a )(+/7 )
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generalmente se denota por Q(+/a \/; ) y decimos que es una extension ite-
rada de Q. De este modo se demuestra que |os puntos de cualquier extension
iterada Q( /a3, )=Q(y/a,/a, 1 )(y/a, )son nmeros construibles. Por
otra parte, como cada punto construible P se obtiene como e punto P, de
una sucesion de puntos B, B,,---,P,, donde cada punto P es(0,0), o (1,0), o
se pudo obtener como:

Interseccion de dos rectas, cada una de las cuales pasa por puntos P, B
con jk<i,o

Como interseccion de unarecta que pasa por puntos P, B conj, k<i, y un
circulo con centro en un punto B y que pasapor P, con I,m<i, o

De la interseccion de dos circulos, cada uno de los cuales tiene centro en
un punto B y quepasapor P, con I,m<i.

El punto P, se obtiene con el proceso anterior empezando con (0,0) y (1,0)
y por lo tanto sus coordenadas estan en una extension iterada E; de Q. Del
mismo modo, el punto P, se obtiene de una sucesion que inicia en (0,0) y
(1,0) y terminaen P, y por lo tanto tiene coordenadasen E; o en unaexten-
sion cuadréticade E, y asi sucesivamente. De este modo podemos enunciar
€l siguiente teorema.

Teorema 2.1. Todo ndimero construible pertenece a una extension iterada de
los nimeros racionales.

Esta es una caracterizacion muy Util para demostrar la imposibilidad de
muchos problemas de construccién con reglay compas.

3.4 Laimposibilidad de la triseccion deun anguloy la
duplicacion del cubo

Un cubo cuya arista mide 2%l tiene el doble del volumen de un cubo cuya
arista es |. Por lo tanto construir un cubo con el doble de volumen de uno
dado es equivalente a construir € nimero 2“3, Observemos que 2'° esraiz
dela ecuacion

x*—2=0. (4.1)

El é&ngulo 7/3 es construible, ya que es igual a un angulo interior del
triangulo equilatero. Si este angulo fuera trisectable entonces se podria cons-
truir el nimero 7 /9 y por lo tanto seria construible el nimero cosz/9. An-
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tes de demostrar que cosz /9 no es construible, se vera que 2 cosz/9es raiz
de laecuacion

x> —3x-1=0. (4.2)

En efecto, seay= 7 /9, entonces utilizando |as identidades trigonométricas

cos(a+ ) =cosacosf—sena senp, (4.3)
sen(a+ ) =senacosf+senficosa, (4.4)

setiene que
cos3y=1/2y cos3y=CoSycos2y—senysen2y
=cosy(cos’ y —sen’y) —sen y(2sen ycosy).
Substituyendo en estaexpresion  sen’y por 1—cos’ y, resultaque
1/2=cos® y—cosy+cos’ y—2cosy + 2cos’ y = 4cos’ y —3cosy. O equiva-
lentemente, 8cos® y—6cosy—1=0.Esto significa que x=2cosy es raiz de
(4.2).

La imposibilidad de resolver los dos problemas planteados se reduce a
demostrar que las ecuaciones (4.1) y (4.2) no tienen soluciones construibles;
o dicho de otra manera, las raices de los polinomios correspondientes no
pertenecen a ninguna extension iterada de los nimeros racionales (ver Teo-
rema3.1). Esto se demuestraen lasiguiente proposicion.

Proposicion 2.5 Las ecuaciones (4.1) y (4.2) no tienen raices en ninguna
extension iterada de Q.
Demostracion: Evidentemente la ecuacion (4.1) no tiene raices racionales.
Supongamos que a/b, con ay b primos relativos, es una raiz racional de
(4.2). Al substituir en la ecuacion y después de simplificar se obtiene
a®=Db(3ab+b?) ; lo cua esimposible yaque ay b no tienen factores comu-
nes. Asi queda demostrado que (4.2) no tiene raices racionales.

Consideremos la ecuacion (4. 1) ngamos que laraiz 32 2 pertenece a
la extension |terada F=Q(/a, \ZL no pertenece a

2

E:Q(\/a,\/g anl) Entonceﬁ a+b q, con a b genE S
substituimos en (4 1) encontramaos que
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Ja- 2-a’-3ab’q
3a’b+b’q
Note que la parte derecha de esta igualdad pertenece a E. Esto es una contra-
diccion yaque \/a no estaen E. Se concluye que Y2 no pertenece a ninguna
extension iterada de Q.
Como en €l caso anterior, supongamos que Xx=a+ b\/a esunaraiz de

(4.2) que pertenece aF y no esta en E. Nuevamente se llega a una contradic-
cion, yaque de lasubstitucion en (4.2) sellegaalaigualdad
Ja- 1+3a(1-b*q)-a’
3dBa’-1)+b’q '
cuya parte derecha es un elemento de E, pero \/a no estaen E.

El argumento de la demostracion anterior se puede generalizar de la
forma siguiente. Seay la tercera parte de un angulo 4; es decir 6=3y.
Si o =cosf, entonces x=cosy satisface la ecuacion

4%’ -3x=aq. (4.5)
Con lanotacién utilizada en la demostracién de la Proposicion 2.5, tome-
mos X=a+ b\/a , unaraiz de (4.5). Como antes se obtiene

a—a’—3ab’q
_2-8 -4 46
Ja 3a’b+b’q (46)

De estaigualdad se concluye el siguiente teorema.

Teorema 2.1. Sea o =cosé . El angulo 8 no se puede trisectar s ¢ €Q y
la ecuacion (4.5) no tieneraizracional.

El procedimiento utilizado para analizar la triseccion de un angulo y la du-
plicacion del cubo, se puede usar para tratar € problema de la construccion
de un poligono regular de n lados, o equivalentemente, de la construccion de
cosy con y=2rz/n.Sea x=cosy. Delaigualdad cosny=1 y con laayu-

da de la identidades trigonométricas (4.3) y (4.4) , se demuestra que X s so-
lucion de una ecuacion polinomial

ax" +a, X"+ +ax=1 (4.7)
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con coeficientes a €Z,i=1---,n. Para demostrar que X no se puede cons-
truir, debemos probar que la ecuacion (4.7) no tiene raices en ninguna exten-
sion iterada de Q. Esto se reduce a demostrar que no tiene raices racionales,
ya gue en este caso X no puede pertenecer a ninguna extension iterada de Q
debido aques x=a+b/q entonces \/q=R(a,b,q), donde R es una fun-
cion racional.

Veamos ahora una demostracion de que el heptagono regular no se puede
construir. Después de algunas manipulaciones algebraicas’® -basadas en las
identidades (4.2) y (4.3)-, se observaque x=cos2z/7 satisface laecuacion

h(x) = 64x" —112x°> - 56x°> — 7x—1=0.
Note que s h(x) reducible entonces h(x+1) es reducible. En efecto,
h(x) =r(x)s(x) = h(x+1) =r(x+1)s(x+1) . Consecuentemente, para saber
que €l polinomio h(x) no tiene raices racionales, basta demostrar que h(x+1)

esirreducible sobre Q . Para esto se utilizara el Criterio de Eisenstein que se
enuncia a continuacion.

Teorema 2.2° Sea f(x)=a X" +---+aXx+a, un polinomio con coeficientes
enteros. Supongamos que existe un primo p tal que p dividea ay,a,,---,a, ;,
pnodividea a, y p* nodividea a,. Entonces f(X) esirreducible sobre los
racionales

El polinomio h(x+1) es
64X +448x° +1232x° +1680x" +1064x> + 56x° — 287x—112.
Se verifica fécilmente que satisface las condiciones del Teorema 2.2 con
p=7y por lo tanto esirreducible.

3.5 Algunas notas historicas

Aunqgue los griegos no pudieron demostrar la imposibilidad de la solucién de
los problemas mencionados, sus esfuerzos por resolverlos los llevaron a en-
contrar algunas construcciones alternativas. Por ejemplo, observaron que la

°Lassi mplificaciones se realizaron con a ayuda de Mathematica.
® El lector interesado puede ver la demostracion en (Herstein, 1975).
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duplicacion del cubo era equivaente a encontrar la interseccién de la hipér-
bola

xy =217, (5.1)
con la parébola

xZ=ly, (5.2)
ya que la solucion de estas dos ecuaciones esta dada por x° = 2I°. Por otra
parte este punto de interseccion esta ligado a problema de construir las me-

dias proporcionales de dos nimeros dadosa y b. Recordemos que las me-
dias proporcionales de los nimeros a y b son dos nimeros x, y, talesque

_y
=3 (5.3)

De aqui se obtienen las igualdades xy=ab, x*=ay, las cuales se convierten
enlasigualdades5.1y 5.2, s a=I y b=2l.

Muchos métodos propuestos en la antiguedad para duplicar € cubo se ba-
saron en la construccién de las medias proporcionales. Es interesante analizar
la construccion de Herdn tal como aparece en su obra Mecanica. Sean AB y
BG dos segmentos perpendiculares de cuyas longitudes se desea encontrar
sus medias proporcional es. Completamos el rectingulo ABGD

G B

Fig. 7
y setrazan losrayos TDG y TDA vy los segmentos BD y GA (Fig. 8).
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Ahora colocamos una regla que pase por el punto B y larotamos hasta que
los segmentos EH y HZ seaniguales, donde E y H son los puntos donde
lareglacortaalosrayos TDG y TDA, respectivamente.

E

D A z
Fig. 9

Entonces |AZ| y |GE| son las medias proporcionales de |AB| y |BG|.

mos una demostracion que sigue muy de cerca la propuesta por Heron'. Sea
6 € punto donde larecta perpendicular a DE que pasapor H, intersectaa
DE. = Como |G| JD¢9| y |DE[=|Dg|+|0E[,  se tiene que
o E| =|DE||GE|+|6G|"; s agregamos |H0| a ambos lados de esta igual-
dad resulta que

|EH|" = |DE||GE| +|GH|".

" Heron of Alexandria (10?, 75?) gedmetra importante y prolifico escritor. Algunas de sus
obras son: Dioptrica, Neumética, Belopoeica, Mecanica, Geometriay Métrica. En este Ultimo,
aparece la famosa férmula para el aea A de un tridngulo de semiperimetro s

A= s(s—-a)(s—b)(s—¢) .
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Andlogamente,

[HZ[" =[DZ |27 +[HAT"

Recordando que |EH|=|HZ| y que |GH|=|HA|, se llega a
|DE||GE| =|DZ||ZA . O equivalentemente,

|DZ| |GE|
—=r— (5.4)
[DE| [AZ|
Por semejanza de tridngul os se obtienen las igual dades |DZ| = |AZ| = |GB|
|DE| |AB| |GE|
entonces por (5.4)
o8 |G| _|Az| 65
[GE| [AZ] [AB

Con esto se demuestra que |GE| y |AZ| son las medias proporcionales de
BG|y |AB.

Entre los muchos instrumentos que se disefiaron para construir las medias
proporcionales se encuentra e muy famoso Mesolabio de Eratostenes’. Este
aparato consiste de tres rectdngulos iguales ABCD, ABCD vy
A“B7C’D”, delos cuaes € primero se puede deslizar sobre el segundo y
este sobre el tercero. Un hilo tensado mediante un peso que cuelga de uno de
sus extremos, une el punto A con € punto E eintersecta a las diagonales
AC y A'C” en F y G, respectivamente. Los rectdngulos se acomodan
de modo que & segmento BC pase por F y & segmento B'C" pase por G.
Las magnitudes |FC| y |GC'| son las medias proporcionaes de DAl y

8 Eratostenes de Cyrene (276 ac, 194 ac) matemético y fil6sofo popularmente conocido por su
famosa criba de nimeros primos y por haber medido con gran exactitud la circunferenciade la
tierra.
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|C"E|. En la Figura 10 se muestra la posicion original del mesolabio y la
posicion final después de localizar los puntos F y G.

A B A B° A~ B~
E
D C D C D C
@
A A B A B B~
F &
i G
E
D D C D” C C

(b)
Fig. 10

El rectangulo de Platon es otro instrumento que sirve para construir las
medias proporcionales de dos magnitudes |OA y |OB|. Este aparato es una
escuadra de lados L, y L, alaque se le ha agregado un tercer brazo que
corre ortogonalmente a uno de sus lados (digamos, a lado L,). Para cons-
truir las medias proporcionales se dibujan perpendicularmente a partir del
origen O del plano cartesiano, los segmentos OA y OB. Laescuadray €
lado corredizo se mueven hastalograr que el lado L, pase por € punto A y
que el vértice del dngulo recto entre L, y L, coincidacon el semirrayo TBO
enun punto C y simultdneamente, que el lado corredizo pase por B y que
el vértice del angulo recto que formacon L, coincida con el semirrayo TAO
enun punto D. Las magnitudes |OC| y |OD| son las medias proporcionales
de |OA y |OB|. (Ver Figura11).
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Fig. 11

Diocles (entre 250 y 100 a.c.) utilizo6 la curva conocida como Cisoide, para
encontrar la media proporcional de 2 nimeros (longitudes). Dado un punto X
en €l circulo S;= S(C, r), tomemos la recta L tangente a S, por € punto dia-
metralmente opuesto a X. Sea R un punto de L; e segmento XR corta a
circulo S; en un punto Q. La cisoide se define como € lugar geométrico de

los puntos P e XR, tal que |XP|=|QR], cuando R varia sobre L (ver Figura
12()).

@) (b)
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Veamos ahora larelacion de esta curva cisoide con la solucion del sistema

de igualdades a_x_y . Consideremos € rectangulo OACB con lados
Xy
OA=ay OB=b (ver Figura 12(h)).

Sea X e punto sobre el rayo TBO tal que |OX|=x. En TBC setomael
punto Y tal que |[CY|=y. Los puntos X, Ay Y estan aineados dado que

:%. Sea Z € cuarto vértice del rectangulo con lados XB y BY. Como
X

=— , losangulos ZAH y AXO son iguales. De lo que se sigue que €l an-

x|l x|o

gulo ZAX esrecto.
Sea S, € circulo con diametro XB y Q €l punto de interseccién de XY con

Sq. Obviamente, €l angulo XQB es recto; por lo tanto los triangulos YQB y
ZAX son congruentes. Asi, | XA =|QY| y entonces A esta sobre |a Cisoide de
Diocles.

Una modificacion del rectangulo de Platdn nos permite disefiar una ma-

guina que consiste de varillas articuladas y correderas para construir la ci-
soide de Diocles (Figura 13).




62 Manuel Falconi

Cuando & segmento FA gira arededor del punto fijo F, € punto A describe
un circulo que pasa por C. Este movimiento de giro hace que la escuadra H
rote alrededor de C. Al mismo tiempo, la escuadra G se mueve manteniendo
su vértice R sobre larecta L. Los puntos Ay P se mueven alo largo de los
brazos de ambas escuadras. El punto P describe la cisoide de Diocles. En la
Figura 13 se muestra un segmento de esta curva.

En el cuadro de abgjo se muestra un modelo de esta maguinatal y como se
exhibe en el museo universitario de historia natural e instrumentos cientificos
delaUniversidad de Modena, Italia

Fig. 14

Sabemos pues, que no todo angulo se puede trisectar. Sin embargo, existe
un método muy sencillo para triplicar cualquier &hgulo. Tomemos el éngulo
formado por los semirrayos L1y Lo, que se intersectan en € punto O (ver
Figura 15). Con centro en un punto A de L, se traza un circulo que pasa
por O eintersectaal; en e punto B. Ahora, € circulo con centroen B y
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que pasa por A, cortaal, en e punto C. SeaL; e semirrayo TBC ; es fécil
demostrar que e angulo LL, es el triple del angulo L, L,° Notemos que en
esta construccion se tiene que OBD es un angulo recto, siendo D e punto
donde el circulo S(A,|OA)) cortaal.,.

Supdngase ahora gque para trisectar € angulo LiL 3, se invierte el proceso

anterior. Se toma un punto C sobre el semirrayo L3y € problema consiste en
determinar el punto O sobre la prolongacion del semirrayo L; de modo que
(toc) L, seaun tercio de L,L3. Observe que las propiedades que determinan
a punto O son:

i. D esta sobre e semirrayo L4 que pasa por el vértice B de LiLs y es
perpendicularal;.

ii. Ladistancia |OD| esigual a 2|CB|.

L4 3

Estos puntos conforman un caso particular de un problema conocido co-
mo problema de Pappus. dados un angulo recto LiL4, una longitud d y un

punto C, congtruir unarecta L, que pase por C de modo que |OD| =d, donde

Dy O son las intersecciones de L, con L, y la prolongacion de Ly, respecti-
vamente.

°Los triangulos OBA y ABC son isosceles. Entonces, se tienen las siguientes igualdades de
angulos; 2 OBA+OAB= OAB+BAC, OBA+ABC+ TBC L, =2BAC+ ABC.
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Para encontrar € punto O, Nicomedes (280-210 ac) marco en una regla
dospuntos Sy T aladistanciad y alineada con el segmento ST abrid sobre
laregla unacanal en lacua se dedliza el punto C, mientras el punto S corre
sobre larecta L4. Entonces el punto T traza una curvallamada Concoide (de
Nicomedes). El punto O es la interseccion de la Concoide con la recta que
determina L, (ver Figura 16).

Fig. 16

En 1619, Descartes inventa un trisector que consiste smplemente de 4 ba-
rras largas que giran arededor de un vértice A y de 4 barras mas pequefias
de la misma longitud; éstas se unen para formar una estructura como €l de la
Figura1l7. Lospuntos A, B, Cy D equidistan del vértice O y permiten el giro
de las barras pequefias. Los vértices F y G, corren alo largo de sus respecti-
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vas barras. Para trisectar un éngulo o, basta colocar los brazos OA y OD
sobre sus lados. Cada uno de los angulos AOB, BOC, COD es un tercio de a..

2.6 Conclusion

En las paginas anteriores se ha visto como a lo largo de la historia se han
construido una diversidad de instrumentos y mecanismos para trazar curvas o
resolver problemas geométricos. El mangjo y andlisis de este tipo de instru-
mentos abre caminos interesantes de explorar, en la blsqueda de medios di-
décticos que le permitan al estudiante fortalecer su pensamiento matemdtico.
En lainteraccion entre geometria, dgebra e instrumentos se pueden encontrar
magnificos problemas, cuyo planteamiento no requiere de grandes conoci-
mientos técnicos previos y su solucién permite elaborar métodos propios y
recorrer niveles diversos de formalizacion. Por lo tanto pueden servir para
gue €l estudiante desarrolle un pensamiento critico y creativo, se entrene en
la bdsqueda de conexiones entre temas relacionados y mejore su habilidad de
comunicacion. En los capitulos siguientes se encuentran algunas propuestas
en estadireccion.
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3.1 Introduccioén

Desde la antigiiedad, la multiplicacion de cantidades ha dado lugar a proble-
mas de algoritmica relacionados con los sistemas de numeracion. En particu-
lar, el uso de la base decimal (aporte indoarabico) produjo importantes cam-
bios en los métodos aritméticos y representé un avance notable en compara-
cion con otros sistemas de numeracion, como el sistema romano o griego.

En occidente el sistema decimal fue introducido por Cardano y Vieta, entre
otros. En 1494, Luca Pacioli (también conocido como Luca di Borgo) (1445-
1514?, 1509?) publica en Venecia, Summa de Arithmetica, Geometria, Pro-
portioni et Proportionalita, donde consigna ocho algoritmos de multiplica-
cion (dos de ellos se mencionan mas adelante). Estos métodos fueron los an-
tecesores del algoritmo actual de multiplicaciéon y constituyeron un avance
notable en la aritmética practica. Johanes Napier destaca con un método que
prefigura la mecanizacion de la aritmética actual (Blaise Pascal inventd varios
afnos después la primera sumadora mecanica antecedente de las actuales calcu-
ladoras electronicas: la Pascalina). El método de Napier se basa en un arreglo
ingenioso de las tablas de multiplicar impresas sobre barras, de modo que co-
locadas adecuadamente permiten obtener con rapidez el resultado de multipli-
car dos numeros de varios digitos. A tales barras se les conoce como los Hue-
sos de Napier en honor a su autor, debido a que habian sido construidas en
marfil.

3.2 Métodos de multiplicacion

Durante mucho tiempo los matematicos se habian preocupado por la realiza-
cion de la multiplicacion de nimeros muy grandes —operacion muy frecuente
en los célculos astrondmicos y consecuentemente en la navegacion— lo cual
consumia una cantidad enorme de esfuerzo y tiempo del calculador. A finales

* Los nombres de los autores aparecen en orden alfabético.
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del siglo XVI se tenian diversos métodos para realizar la multiplicacion de
numeros grandes. Algunos de los métodos consistian en el uso de la prostafé-
resis, es decir, en el cambio de la multiplicacidon por la adicion o sustraccion.
Para simplificar los procedimientos de calculo (por lo general muy tediosos),
se utilizaban tablas que compilaban célculos basicos. Por ejemplo, un método
ya conocido por los babilonios se basaba en la identidad
ab=Yi(a+ by’ -(a-b)), 1)
la cual se comprueba al desarrollar los cuadrados. Ellos también usaron la ex-
presion
ab=[(a+ b)>—a’-bF /2,

y compilaron tablas de cuadrados de ntimeros para facilitar la multiplicacion
de dos nimeros. Este método fue usado atn en el siglo XIX; en Francia en
1856 se editaron unas tablas compuestas por Alejandro Cossar tituladas: Ta-
blas de los cuadrados de nimeros del 1 al 1000 millones, con ayuda de la
cual se halla € producto exacto de nimeros mediante un sistema sencillo en
extremo y mas comodo gue el de logaritmos. De acuerdo con la obra, el resulta-
do al multiplicar dos nimeros es mas exacto que el que se obtiene con los logarit-
mos. Sin embargo, el ambito de aplicacion de los logaritmos es mucho mas amplio,
pues permiten hacer multiplicaciones de mas de dos factores, asi como calcular
raices fraccionarias. Por otro lado, las propiedades funcionales de los logaritmos
hicieron posible desarrollos tedricos posteriores, asi como un grado de precision
arbitrariamente alto, tan sélo restringido por el calculo manual y la manipula-
cion de series geométricas y aritméticas. En suma, el concepto de logaritmo
tuvo mayor trascendencia que los meros métodos prostaferéticos.

Otro método antiguo de multiplicacion fue el método egipcio, consistente
en dividir entre dos y duplicar; otro método similar fue el algoritmo ruso.
Ambos algoritmos usan la aritmética binaria.

El método egipcio

El método mas antiguo de multiplicacion que se conoce se basa en la dupli-
cacion sucesiva y tuvo su origen en Egipto. En el papiro de Ahmes que data
del 1850 a.C. se recomienda realizar la multiplicacion de la siguiente forma:
Si por ejemplo, se desea 41 por 59,

1. Se colocan los niimeros encabezando dos columnas

41 59
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2. Se repite el primer nimero de la segunda columna. Se duplica el nimero de
la segunda columna tantas veces como sea necesario, de acuerdo con lo que
sigue. En la primera columna, debajo del ntimero inicial se coloca el 1, des-
pués el 2, luego el 4 y asi sucesivamente, hasta que se llega a un nimero cuyo
doble es mayor que el nimero inicial.

41 59
1 59
2 118
4 236
8 472

16 944

32 1888

El proceso se detuvo pues el doble de 32 es 64.

3. Se procede a realizar las siguientes sustracciones con los numeros de la
primera columna.

41-32=9, 9-8=1, 1-1=0.
Es decir, se resta de 41 el mayor nimero de la columna izquierda, 32.
Al residuo 9, se le resta el mayor nimero de la columna izquierda que es me-
nor que 9, es decir, 8.
Del mismo modo, al residuo 1, se le resta el 1, terminando aqui el proceso.
Obsérvese que

41=32+8+1.

Otra manera de ver este proceso es “reconstruir” el factor 41 mediante los
numeros de la primera columna, de abajo hacia arriba:

41 =32+ “algo”  que no puede ser 16 porque se pasa, entonces
41 =32 + 8 + “algo” que no puede ser 4 porque se pasa, entonces
41 =32+8+1 finalizando la “reconstruccion”.

4. Se suman los nimeros en la segunda columna correspondientes a 1, 8 y 32,
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41 59
1 59 *
2 118
4 236
8 472 *
16 944
32 1888 *
2419

El resultado es 2419.

A continuacion daremos una justificacion formal del algoritmo egipcio.
Sean a y b, los nimeros enteros no negativos que se van a multiplicar. En
representacion binaria

a=a,+a2+a,2 +..+a2“ con a=06 1.
Entonces
ab=a,(b) +a (2b) +---+a,(2*b).
Los ntimeros entre paréntesis forman las duplicaciones sucesivas del nil-

mero b que forman la segunda columna en el algoritmo (véase la tabla abajo).
En la columna bajo el nimero a aparecen las potencias de 2.

A b

1 b

2 2b
2? 2’b
2 >

Si ahora multiplicamos los elementos de la primera columna por los coefi-
cientes correspondientes de la expansion binaria de a habremos “reconstrui-
do” al nimero &, como se muestra en la siguiente tabla
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a b
a9 X 1 b
a; X 2 2b
X 2 2°b
Ay X 2 2b

a=a,+a2+a,2" +..+a2"

Como los coeficientes g son 0 6 1, solo aquellos que son iguales a 1 son
los que apareceran explicitamente en dicha suma, esto es equivalente a haber
marcado los coeficientes que habran de sumarse en la Gltima columna:

a b
1 1 b *
0 2 2b
1 22 22p *
061 2 2*p * 0 sin marcar

ab=a,(2b)+a (2°b)+...+a (2b)

Esto justifica el algoritmo.

El método ruso

Para multiplicar 24x18 se usan las siguientes reglas
1. Se escriben los dos numeros al principio de dos columnas.
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Primera Segunda
24 18

2. Se duplica el nimero de la primera columna y se divide entre dos el nimero
de lasegunda columna.

24 18
48 9
3. Si el nimero en la segunda columna es par, se marca todo el renglon
*24 *18
48 9

4. Se continua este proceso de duplicar, dividir entre dos y marcar hasta que
el nimero en la segunda columna sea 1.

*24 *18
48 9
*96 *4
*192 *2
384 1

5. Se suman los numeros no marcados de la primera columna

*24 18
48 9
96 *4
192 )
384 1
432

Como el algoritmo ruso es tan s6lo una modificacion del método egipcio, la
justificacion matematica y se encuentra en la unicidad de la expansion binaria
y la propiedad distributiva de la multiplicacion respecto de la suma.

Escrito en italiano, la Summa de Arithmetica, Geometria, Proportioni et
Proportionalita es uno de los primeros libros impresos sobre matematicas
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que es considerado una enciclopedia de los conocimientos matematicos aun
en el siglo XV y sirvid de base para el ulterior desarrollo de las Matematicas
en Europa. En él se describen dos métodos populares de multiplicacion: el
método del tablero y el método de la celosia. A continuacion se describe el
primero.

El méodo del tablero

Comenzaremos con un ejemplo simple. Multipliquemos 365 x 2.

Escribamos los sumandos de la multiplicacion

365 x 2 =(300+ 60 + 5) x 2 =600 +120 + 10 en filas alineadas por la dere-
cha

Tabla 1

1 |0
1 (2 |0
6 |0 |0

Sumando por columnas obtenemos el resultado 730.
Veamos un ejemplo mas complicado. Multipliquemos 365 por 2001.

Realicemos el siguiente arreglo: en la primera fila se coloca uno de los
factores, digamos 2001. Se multiplica 1 x 365 = 365 y se escribe en diagonal
en direccion Noreste — Suroeste comenzando por las unidades. Se contintia
multiplicando el siguiente digito del factor 2001, es decir, O por 365. El resul-
tado 000 se dispone en la misma manera que antes, excepto que se desplaza
un lugar a la izquierda. Ahora se multiplica el tercer digito de 2001, es decir,
0 por 365. El resultado 000 se dispone en la misma manera que antes, excep-
to que se desplaza un lugar a la izquierda. Finalmente se multiplica el ultimo
digito de 2001, es decir, 2 por cada digito de 365. El resultado 6 , 12 y 10, se
dispone nuevamente en diagonal (siguiendo estrictamente la regla), escri-
biendo los digitos correspondientes a las decenas a la izquierda de las unida-
des como se muestra en la region sombreada
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Tabla 2
L[ 2 Jo Jo |1 |
5
6
3
0
0
0
0
0
1 0
1
6

17 [3 Jo [3 ]6 [5 |

Finalmente, para obtener el resultado se suman los numeros por columnas a
partir de la segunda fila. En este ejemplo, el producto es 730365.

Este método de multiplicar es en esencia —salvo algunas variantes- el que
utilizamos actualmente. Puede reconocerse si reordenamos la tabla en el modo
familiar

2 0 0 1
x 3 6 5
3 6 5
0 0 O
0 0
1 0
1
6
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A continuacion se justifica por qué funciona este algoritmo en el caso particu-
lar
365x2001  =365x(2x10°+0x10*+0 x 10" + 1)

= 365x2x10°+365x 0x10°+365x0x 10"+ 365 % 1
(365 x 2) x 10° + 000 x 10>+ 000 x 10" + 365 x 1
= (365 x 2) x 10° + 00000 + 0000 + 365

Observe que los ultimos tres sumandos aparecen en la subtabla de la Tabla 2,

5 5
6 6
3 3 0
0 que si se rellenan las diago- 0
0 nales con ceros a la derecha 0 0
0 queda: 0 0
0 0
0 0
0 0

Finalmente (365 x 2) se ha calculado en la Tabla 1. El factor 10° en el su-
mando (365 x 2) x 10° del producto 365 x 2001, indica que debemos insertar
la Tabla 1 debajo de la subtabla ultima, pero desplazando 3 lugares a la iz-
quierda

Tabla 3
5
6
3 0
0
0 0
0 0
0
0
0
1 (0
1 |2 |0
0 (0




76 Joaquin Delgado y Jeronimo Zamora

Observe que las Tablas 2 y 3 difieren tan sélo por ceros a la derecha y no
afectan la suma por columnas.

Veamos otro ejemplo: Multipliquese 5678 x 23.
Primero multipliquese 5678 x 3 como se muestra en la tabla

L[5 ]6 |7 |8 |
2 |4
2 |1
8

B

[t [7 Jo [3 |4 ]

Ahora multipliquese 5678 x 2 siguiendo el mismo método

L[5 [6 [7 [8 ]
1 [6
1 |4
1 |2

1 |0

[t 1 ]3 [s |6 ]

El resultado de multiplicar 5678 x 23 se obtiene si sumamos los resultados
parciales 5678 x 2y 5678 x 3, pero transladando la segunda un lugar a la
izquierda, respecto de la primera

1 |7 |0 |3 |4
1 |1 |3 |5

(L [3]o[s [5 ]+ |
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Ambas multiplicaciones se pueden disponer en una misma tabla como sigue

L[ [s]6]7]8 |
2 4
2 |1
1 [8
E
1 |6
|4
e
1 [0

(L [3]o[s [5 ] |

El método dela celosia

Como primer ejemplo se pide multiplicar 2001 x 365

Se construye una tabla con el mismo numero de columnas que digitos del
primer factor 2001, es decir 4, y el mismo ntimero de filas que digitos tiene el
segundo factor 365. En este caso, 3. Colocamos encima de la tabla el primer
factor y a la derecha de la tabla el segundo factor en forma de columna. Cada
celda se divide por una diagonal.

Comenzamos por multiplicar el digito de la izquierda de 365, es decir 3, por
cada uno de los digitos de 2001, colocando el resultado en la primera fila.
Cada resultado parcial se escribe en el tridngulo inferior si éste es menor que
10, haciendo uso del tridangulo superior para las decenas. Los triangulos va-
cios se llenan con cero. El resultado se obtiene sumando los niimeros de la
tabla en diagonal en direccion Noreste — Suroeste comenzando por la esqui-
na inferior derecha. Las sumas que se obtienen: 5, 6, 3, 0, se continllan en
direccion de las manecillas del reloj para completar con 3,7. El resultado fi-
nal se lee en la direccion contraria de las manecillas del reloj 2001 x 365 =
730365.
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2 0 0 1
0 0 0 0 3
6 0 0 3
1 0 0 0 6
7 2 0 0 6
1 0 0 0 5
3 0 0 0 5
0 3 6 5

Si la suma de una diagonal es mayor que nueve, se escribe el nimero de uni-
dades y las decenas se agregan a la siguiente diagonal.

Este método puede considerarse una deformacion geométrica del método del
tablero. Decimos “geométrica” porque se compone de una transformacion
topologica de la tabla que no modifica las sumas. En efecto, en la siguiente
figura, la suma por diagonales en la tabla de la izquierda corresponde a la
suma por columnas en la tabla de la derecha.

2 10 10 1 5
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Celosia Tablero
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3.3 Los huesos de Napier

El método de multiplicacién desarrollado por Napier consiste en un procedi-
miento mecanico que fue usado durante mucho tiempo y es conocido como
Huesos de Napier, el cual puede ser considerado como la primera maquina de
calcular. El proceso comienza con una serie de tablas arregladas de tal forma
que proporciona un verdadero algoritmo para realizar multiplicaciones de nua-
meros. Esta invencion fue publicada en 1617, después de la muerte de John
Napier, bajo el titulo Rabdologie, sev numerationis per virgulas libri duo,
Edimburgo. La palabra Rabdologia proviene del griego (pafdoo, varilla) y
(Aoyia, coleccion). En 1667 se hizo una traduccién al inglés por W. Leybourn
The Art of Numbering by Speaking Rods: Vulgarly termed Nepeir’s Bones,
donde se usa una falsa etimologia al no reconocer el uso de Napier de la pala-
bra Aoyia [1Las varas para calcular fueron hechas de marfil, lo cual explica
por qué son conocidas como huesos de Napier. El trabajo principal sobre los
huesos se encuentra en Rabdologie. A continuacion se explica como se puede
reducir la multiplicaciéon a simples adiciones con la ayuda de los huesos de
Napier, pero antes se da una descripcion de diez huesos.

Si se tienen diez huesos, los cuatro primeros se marcan de la siguiente ma-
nera. Obsérvese que hay dieciséis caras. En la parte inferior de los cuadrados
de la primera cara (es decir, de la cara que se tiene al frente) se colocan ceros.
Esto vale para cuatro de las dieciséis caras.

Si se voltea cada una de las barras de tal manera que la tercera cara quede al
frente pero de abajo hacia arriba, se escriben los productos de 9 por 1, 2, 3, 4,
5,6,7,38,9; es decir, se escriben los nameros 9, 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81.
Esto vale para otras cuatro caras de las dieciséis con lo cual s6lo quedan ocho
caras para los restantes ocho digitos (véanse Figuras 1 y 2).
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Un hueso consiste de una barra oblonga con cada una de las

cuatro caras rectangulares marcadas adecuadamente con nua- 3
meros. Cada cara de una barra se divide en diez cuadros de
igual longitud. En el cuadrado superior se coloca alguno de 0
los digitos del 1 al 9 (en el ejemplo que se muestra a la dere- 3
cha se escogio el 3). Los siguientes nueve cuadros se han di- 0
vidido a la mitad por lineas diagonales y en éstos se colocan 6
los multiplos del digito escogido, ocupando la mitad inferior 0
para las unidades y la mitad superior para las decenas. Las 9
caras se numeran en el sentido de las manecillas del reloj 1
como muestra la figura. Asi, la primera cara es la de enfrente, 2
la segunda la que aparece al rotar 90° la tercera la que apare- 1
ce al rotar 180° y la cuarta al rotar 270°. 5
3 1
A7 ? 8
a 2
4 2 ]
2
1* 4
2
7
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Figura 1. Primera y segunda barras

81
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Figura 2. Tercera y cuarta barras
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La segunda cara de la primera barra se llena con los multiplos de 1; es de-
cir, se escriben los nameros 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8, 9. La cuarta cara se llena con
los multiplos de 8, (8 es el complemento de 1 con respecto a 9) de abajo hacia
arriba tal y como se lleno la tercera cara. En la cuarta cara se escriben los di-
gitos 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64, 72.

Similarmente la segunda y cuarta caras de la segunda barra se llenan con
los multiplos de 2 y 7, respectivamente.

En la segunda y cuarta caras de la tercera barra se colocan los multiplos de 3 y
6; y en la cuarta barra en las caras segunda y cuarta se colocan los multiplos
de4ys5.

Asi que en las primeras cuatro barras se tendran las tablas de multiplicacion
hasta la del nueve, de los primeros 10 digitos, 0, 1,...,9. Notemos que se tienen
cuatro columnas de ceros y cuatro columnas de multiplos de 9.

Abhora bien, en la primer cara de las siguientes tres barras (la quinta, sexta y
séptima), numerada con el 1, se colocan en columna los nimeros 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8, 9. En la cara opuesta, la tercera, se escriben, de abajo hacia arriba, los
correspondientes productos de 8 con los nueve digitos (es decir, se escriben
los nameros 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64, 72). Véase la Figura 3.
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Figura 3. Quinta, sexta y séptima barras.

De las caras restantes, en la segunda cara de cada barra se colocan las co-
lumnas de multiplos de 2, 3, 4, respectivamente; en las cuartas caras se colo-
can las columnas de multiplos de los complementos 7, 6, 5, estas escritas de
abajo hacia arriba.

En este momento se tienen marcadas siete barras con las columnas de 0, 1,
8, 9 repetidas cuatro veces y las columnas de 2, 3, 4, 5, 6, 7 se repiten dos
veces.

En las barras octava y novena, las dos primeras caras se encabezan las co-
lumnas con el 2 y se ponen sus multiplos. En la cara tercera se escriben (de
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abajo hacia arriba), los multiplos del complemento de 2, o sea el 7. En las res-
tantes dos caras segundas se colocan los multiplos de 3 y 4 y en las caras
opuestas, los complementos respectivos 6 y 5. Ver Figura 4.

Figura 4. Octava y novena barras.
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En la décima barra se colocan los multiplos de 3, 4, 5, 6 en la forma usual; es
decir, en la primera cara se coloca la columna de 3, en la segunda cara se coloca
la columna de 4 y en las caras tercera y cuarta se colocan, de abajo hacia arriba,
los complementos respectivos — las columnas de 6 y 5. Ver Figura 5.

Figura 5. Décima barra.
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Como ayuda, se considera un hueso con los digitos 1, 2, 3,4, 5,6,7,8,9
para indicar los renglones necesarios. En la Figura 6 se muestra un modelo en
madera de los huesos de Napier.
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Figura 6. Modelo hecho en madera de los huesos de Napier.

A continuacion se dan ejemplos del uso de los huesos de Napier. Tengamos
en cuenta que cada hueso contiene cuatro tablas de multiplicacion de uno de
los nimeros entre 0 y 9.

Para multiplicar 2568 por 7, se colocan cuatro huesos uno al lado del otro
con las caras mostrando las columnas respectivas de 2, 5, 6 y 8. El renglén 7
muestra el siguiente arreglo
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2 | 5 | 6 | 8
1 {jo -0 |10 |0
27 57 67 8
2. (0 11 1
4~ 0~ 27 6
3 110 1 _~j1 72
6~ 5~ 8 7 4
4 (10 712 712 73
8~ 0~ 4 -~ 2
S| 12 13 |4
0o~ 5.~ 0o~ 0
6 |1 ~3 7|13 74
2 0~ 6~ 8
711 -3 ~14 7P
4~ S5~ 217 6
8 |11 ~4 ~14 |6
6~ 0~ 8~ 4
o111 ~4 75 |7
87 57 4 -~ 2

Como el producto se evalua diagonalmente el resultado es 17976, el cual se
obtuvo de la siguiente manera comenzando por la derecha: 6 se deja tal cual; 7
=2+5;9=5+4; 7=4+3; 1 se deja tal cual (ocasionalmente se debe aca-
rrear algiin 1). También se puede explicar como lo indica el siguiente diagra-
ma

7x2 =14 (7 por 2000)
7x 5 = 35 (7 por 500)
T7x 6 = 42 (7 por 60)
7 x 8§ = 56 (7 por 8)

7x2568 =17976
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Ejemplo. Multipliquese 2001 por 365

2 | 0 | 0 | 1
1110 0
27 07 0o~ 1
2110 0
4~ 0~ 0~ 2
3110 0
6.~ 0~ 0~ 3
4 |10 0
8~ 0~ 0~ 4
5|1 0
0~ 0~ 0~ 5
6 ||1 0
2 0~ 0~ 6
7 |1 0
4~ 0~ 0o~ 7
8 |1 0
6~ 0~ 0~ 8
9 |1 0
8~ 0~ 0~ 9

Para obtener el resultado, ordenamos los renglones de arriba y sumamos
por diagonales, como en el método de la celosia .

Por qué funcionan los huesos de Napier

El método de construccion de los huesos que hemos descrito aqui se debe al
propio Napier. No se conoce la razén por la que escribid los ntimeros “al re-
vés” en las columnas 3 y 4, pero esto evita confundir digitos como el 9 con el
6 y facilita el manejo de los huesos.

La razon de por qué funcionan los huesos debe ser evidente a estas alturas,
ya que se basa en el método de la celosia explicado anteriormente.
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Consecuencias pedagogicas

En el XIX Congreso Nacional de la Sociedad Matematica Mexicana celebra-
do en la ciudad de Durango, presentamos en una conferencia de divulgacion
para profesores de primaria, un modelo de los huesos de Napier construido
con barras de unicel de un metro de largo aproximadamente, numeradas con
plumones de colores. La respuesta de los maestros fue positiva, y muchos de
ellos dijeron desconocer o no haber escuchado nada acerca de los huesos de
Napier. En el Diplomado de Ensefianza impartido por la profesora Cristianne
Butto, de la Universidad de las Américas (UDLA) de la Cd. de México, sus
alumnos construyeron modelos de los huesos de Napier usando diversos ma-
teriales como: palitos de paleta agrupados en bloques de 4 con niimeros piro-
grabados, paralelepipedos de cartulina con numeros disefiados con pintura
serigrafica y bloques de madera, entre otros. La experiencia docente muestra
que los huesos de Napier pueden usarse con éxito en la ensefianza del sistema
de numeracion decimal y las operaciones de multiplicacion, si se permite que
el alumno se involucre en la propia construccién y reflexione sobre el por
qué de su funcionamiento.
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El trabuco, maquina de guerra medieval,
Instrumento deinterés

Héctor CovarrubiasM.
Centro de Ciencias Aplicadas y Desarrollo Tecnologico, UNAM.
covarh@al eph.cinstrum.unam.mx

Se presentan aspectos de la mecénica del trabuco, arma medieval que funcio-
na por accion del peso de un lastre para lanzar proyectiles. El principio de
conservacion de la energia permite hacer una primera aproximacion para co-
nocer de qué variables depende su acance. Se encuentra que es posible dise-
far trabucos que transfieren toda la energia potencial inicial a proyectil co-
mo energia cinética. Se menciona la manera de obtener las ecuaciones de
movimiento por medio de la funcion lagrangianay se describe una solucion
numérica efectuada en computadora que es comparada con €l comportamien-
to de un trabuco que lanza pelotas de beisbol.

4.1 Volteretay trastorno, lagravedad esla
responsable

Trabuco proviene de trabucar que
es trastornar, o volcar lo de arriba
abajo dando vuelta [Real academia,
1941]. Eso es lo que distingue a
trabuco de otras méquinas de gue-
rra que arrojan proyectiles. En vez
de usar la torsion de cuerdas o la
elasticidad de arcos, es e peso de
un lastre el que hace girar un brazo
en cuyo extremo hay una cuerda
gue a manera de honda lanza un
proyectil. Un trabuco medieval
grande podia arrojar un proyectil de
500 kilogramos haciéndolo llegar a
180 metros [Chevedden, 1995], y la
fuerza aprovechada era la de gra
vedad. El trabajo de poner € trabu-
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co a punto era hecho por hombres gue tiraban de cuerdas o giraban malacates
paraeevar d lastre.

El trabuco fue muy usado, incluso después de la llegada de las armas de
fuego. Dej6 de usarse al ser sustituido por cafiones grandes. La Ultima vez
gue se tiene documentado su uso en guerra ocurrié en México. Berna Diaz
del Cadtillo [Diaz del Castillo, 1960] narra como, a no disponer Cortés de
pélvora durante € sitio de Tenochtitlan, escuché a uno de sus hombres, que
se decia experimentado en €l uso de trabucos, y le mandd construir uno. El

primer proyectil saié

disparado hacia arriba y

brazo gancho para enojo de Cortés ca

yO sobre la propia mé

guina, terminando asi la

cuerda larga vida de un arma

de la gue habia sido decisiva
honda en muchas batallas.

El trabuco es como

proyec- una combinacion de pa-

soporte s : til lanca y honda. El brazo

I Y esta apoyado en un ge,

A HIRA situado en un punto que

lo divide en dos partes de

Fig 2. Partes elementales del trabuco longitudes diferentes. En

la parte corta est4 el las-
tre de masa grande que al descender hace que se eleve € extremo largo del
brazo. En ese extremo, en un gancho, esta fijada la cuerda que actla como
honda paralanzar a proyectil.
La Figura 1 es un dibujo de una reconstruccién de un trabuco medieval que
lanza proyectiles esféricos de piedra. La Figura 2 muestra esguematicamente
las partes del trabuco.
La Figura 3 es de las posiciones sucesivas del brazo y la cuerda a intervalos
iguales de tiempo. Su movimiento es como el de un péndulo doble en e que
las posiciones del brazo y cuerda no tienen restricciones.

El movimiento de todo el conjunto es complicado y pareceria que no
es posible tener idea de algunos valores, como la velocidad de salida del pro-
yectil, sin resolver las ecuaciones que son engorrosas. Sin embargo es posible
conocer algunas cosas de manera sencilla.

-------
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Fig 3. Posiciones sucesivas ddl tra-
buco a ser liberado

4.2 El principio de conservacion de la energia facilita
las cosas

Como la fuerza que impulsa todo € movimiento del trabuco es la de grave-
dad, con algunas suposiciones es posible hacer uso del principio de conserva
cion de la energia. Supondremos unas condiciones que aungue ideales, no
son de dificil aproximacién: que las fuerzas de friccion son pequefias para no
considerarlas, y que en el momento en el que el proyectil es liberado por la
honda, € lastre que pende del extremo corto del brazo estd en su posicion
més baja'y ademés en reposo. Vi
En otras palabras, a final del
proceso € trabuco no tiene
energia cinética y su energia
potencia es minima. Eso in-
dica que toda la energia po-
tencia que tenia € lastre al
iniciarse e movimiento ha
sido transferida a proyectil.
Eso nos permite calcular de
manera simple el valor de la
velocidad de salida del pro- Fig. 4. Masasy cambios en su altura
yectil, y sl suponemos un cier-
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to valor del angulo de salida, podemos calcular su acance.

La Figura 4 muestra al trabuco en dos configuraciones: la primera en reposo,
justo antes de ser soltado, y la segunda después de haber girado, en e mo-
mento del disparo en el que también esta en reposo, excepto por e proyectil,
gue se mueve con velocidad vo. M representa la masa conjunta del brazo y el
lastre, su posicion es la del centro de masa de ambos. Como en e momento
del inicio todo esta en reposo, la energia presente es solo la potencia de la
masa M. Al final esta masa ha bgjado laaturaH y € cambio de energia que
ha sufrido es:

El = MgH (2.1

En el momento del disparo, seguiin lo supuesto, €l cambio en la energia que ha
sufrido el proyectil es de un aumento de energias potencial y cinética:

E, =mgh+imv, (2.2)
por haberse elevado una altura h y adquirido unavelocidad vo.

Estas energias, E; y E;, son de igual magnitud, 10 que una masa ganalo obtu-
vo delaotra

MgH = mgh + L mv] (2.3)
De aqui despejamos €l valor de Vo:
v, =,/29 (M H- hj : (249
m
El proyectil, en su trayectoria parabdlica tiene un alcance, x,,, dado por la ex-
presion:
2

X, =Vg°sen219. (25)

en donde 6 es e angulo que forma la velocidad de salida respecto a la hori-
zontal. De la ecuacion (4):

x,=2 (HM/m-h) sen26. (2.6)
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4.3 El trabuco en la Luna, su tamafioy €l alcance

De la ecuacion (2.6) vemos que € alcance no depende ddl valor de g. Si €
trabuco fuera disparado en la Luna su alcance seria el mismo que en la Tie-
rra. Es la gravedad la que lo impulsa y también la que limita &l alcance del
proyectil. Definimos las razones de alturas y de masas:

g=h/H (3.1)
u=MIm (3.2)

Al sustituir esos valores en la ecuacion del acance, (2.6), ésta queda:

X, = 2H (1~ q)sen26 (33)

El alcance méximo a mismo nivel del que se dispara el proyectil ocurre
cuando #=45°, supondremos ese caso. Si se construyen trabucos de varios
tamafios pero conservando las proporciones tanto de longitudes como de ma-
sas, 1 Y q son constantes y la ecuacion (3.3) nos muestra que € alcance es
proporcional a H. Como H depende de la longitud del brazo, vemos que €
alcance es proporciona al tamafio del trabuco. Son valores tipicos de las ra
zones. =100y g = 8. Como ¢ es un orden de magnitud menor que x, apro-
Ximamos:

H—q= U (3.4

asi, por laecuacion (3.3), € acance a 45°.

X, ~2uH (35)

Esta ecuacién muestra que el alcance es aproximadamente proporcional a la
razon de masasy a tamafio del artefacto, de aqui vemos por qué se llegaron a
construir trabucos enormes, con grandes lastres y de brazos de unos 10 me-
tros de longitud, en los que la H mide unos 2 metros, por 1o que con una
1= 80, por la ecuacién (3.5) el alcance es aproximadamente de 320 metros
[Vemming-Hawen, 1998].
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4.4 Maxima transferencia de energia y ecuaciones de
movimiento

Lo anterior estd basado en la suposicion de gque toda la energia inicial es
transferida al proyectil, cosa que parece una idealizacion simplificadora. Sin
embargo si es posible escoger valores de longitudes, masas y condiciones
iniciales que llevan a esa transferencia. Experimentalmente se logra con un
modelo de trabuco haciendo variaciones de los valores por ensayo y error.
Pero para comprender mejor e comportamiento del trabuco es necesario
plantear ecuaciones de movimiento e intentar encontrar su solucién.

Una manera de encontrar las ecuaciones que describen el movimiento de
un sistemaeslaque usalas
ecuaciones de Lagrange
[Fowler,1992], este méto-
do de trabgo estd fun-

r damentado en la conserva-

cion de la energia. Se defi-

m ne una funcién, llamada la

M lagrangiana del sistema,

Fig 5. Trabuco libre gue depende de las ener-

gias potencial y cinética

segun ciertas coordenadas, que en nuestro caso son angulos. La lagrangiana

forma parte de las ecuaciones de Lagrange y a partir de ellas se encuentran
las ecuaciones de movimiento buscadas.

Se definié la funcién lagrangiana de un sistema simple como €l ilustrado
en laFigura 5, llamado trabuco libre pues se considera que no hay restriccio-
nes alos valores de |os dngulos que dan las posiciones del brazo y la cuerda.
Los movimientos del brazo con lastre y la cuerda de honda con su masaen €
extremo son interdependientes, es decir e comportamiento de uno afecta a
otro. Es asi que las dos ecuaciones obtenidas, (4.1) y (4.2), estan acopladas,
es decir las variables aparecen en ambas y es necesaria su solucién simulté&
nea para conocer e movimiento del sistema.

—7

-6, ml,r sen(6,-6,)+6, mr* =02 ml,r cos(6,-6,)-mgr send, (4.1)

G,(1+mi2)-d,ml,r sen(6,-6,)=-62ml,r cos(6,-6,)+g(MI,~ml,) cos, (4.2)
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En ellas M esla masa conjuntade brazo y lastre, meslamasa del proyectil, g
eslaacderacion delagravedad, |; esladistanciadel gje a centro de masa de
brazo con lastre, |, es la distancia del ge a gancho, r es la longitud de la
cuerda, | es el momento de inercia del brazo con lastre, 9:y 8, son los angu-
los que determinan la posicién del sistema (ver Figura5),6, y 6,son las ve-
locidades angularesy 4, y 6, son las aceleraciones angulares.

4.5 Solucion numeérica

Estas ecuaciones no tienen una solucién senci-

Ila, pero a asignar valores numeéricos a las va

riables es posible tener una descripcién muy

cercana del movimiento con algiin algoritmo de .
aproximacion numérica. Si se usa el método de . 710,0}
Euler sdlo se trabagja con ecuaciones de primer 0= I
grado [Mathews, 1992]. La Figura 6 lo ilustra

en el caso de una variable, un angulo cuya se- Y
gunda derivada o aceleracion angular es funcion O0-0+0A
de la posicién y la velocidad angulares. La ve-

locidad angular se calcula para incrementos de \ —
tiempo pequefios como s se tratara de movi- v
miento con aceleracion constante, la posicién se _
calcula como si el movimiento fuera de veloci- 6 =60+ 0At
dad constante, también en un intervalo pequefio. )

Los nuevos valores de posicion y velocidad son

usados para un nuevo calculo de aceleracion Fig 6. Ciclo de célculo

repitiendo €l ciclo.

En el caso de las ecuaciones (4.1) y (4.2) en
el que hay pargjas de variables, se trabaja de manera semejante con un ciclo
de calculo igual, pero con un sistema de dos ecuaciones lineales simultaneas,
una para cada angulo.
El instrumento idbneo para trabajar es la computadora. En un programa si-
mulador de trabuco no hay impedimento para recorrer € ciclo de cdlculo un
nimero enorme de veces por haber escogido un valor pequefio para los inter-
valos detiempo y asi generar datos con precision aceptable.

La Figura 7 es un diagrama tomado de pantalla de computadora de la si-
mulacion de las posiciones sucesivas en un caso dado. En el simulador se ha-
cen variaciones de los valores de masas, longitudes y angulos inicialesy se
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observan los resultados. Se puede trabajar

Fig. 7 Dliagrama de posiciones sucesivas
cada 0.01 seg. generado por el programa
de simulacién

transferenciatotal de energia

Héctor Covarrubias M.

como S se tratara de un artefacto
real con el que se experimenta y
por ensayo y error se encuentran
valores que cumplen con la condi-
cion de méaxima transferencia de
energia.

Los valores hallados son de ca-
sos particulares, por gemplo, da-
dos valores de longitudes y de una
masa es posible hallar e valor de
la otra masa, pero no se tiene aun
una manera de encontrar con segu-
ridad los valores en un caso gene-
ralizado. Hace falta mayor andlisis
para encontrar las relaciones entre
las variables al inicio que tengan
Como consecuencia segura la

4.6 Trabuco paralanzar pelotas

Con la ayuda del programa simulador se

disefié un trabuco hecho de madera (Figu-

ra8) conun brazol; de0.1my unl, de
1.2 m capaz de lanzar pelotas de beisbol. . =
Enun caso labolalanzadaesde 159gyla =
masa del lastre es de 29kg. El valor de =

esta masay €l de lalongitud de la cuerda,
1.61 m, fueron determinados con € pro- =
grama de computo para lograr la méxima |
transferencia de energia. La velocidad de 5

sdida es de 21 m/sy el acance de 32 m.

Este alcance es menor del calculado con la

ecuacion (2.5) debido alafriccion del aire
Pero lo notable es que si ocurre una transf

¥

Fig 8. Trabuco lanzador de pelotas

sobre la bola.
erencia cas total de energia, como

se observa en e comportamiento del brazo posteriormente a disparo: € bra-
Zo queda casi en reposo. Latransferencia no es total pues lavelocidad de sa
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lida es menor a la calculada debido a la friccion del aire sobre la bola en la
honda.

Al registrar en video al trabuco en accidn es posible comparar su movi-
miento con el simulado. En las Figuras 9 y 10 se comparan las posiciones
medidas, indicadas con marcas circulares y las posiciones calculadas mostra-
das con una linea continua. El desacuerdo en los valores grandes del tiempo
es debido alafriccion del aire sobre labola en la honda que |a retrasa respec-
to alos valores calculados.

Otro efecto notable es el que se observa a comparar el movimiento cuando
€l brazo esliberado sin la pelota. En ese caso € brazo oscila con gran ampli-
tud, su gran masa, de casi 30 kg, hace que € soporte, de unos 16 kg, Ilegue a
saltar separandose del suelo a menos que sea restringido con cuerdas. En
cambio, a moverse con la pelota, el movimiento del brazo es suave al inicio,
muy rapido en la parte media de su trayectoria y de nuevo pierde velocidad
suavemente hasta quedar detenido en la posicion vertical y todo sin jalones ni
saltos. Eso se observa como la pendiente de la curva en la Figura 9. Es de
[lamar la atencién como la pelota de 160 gramos atada en la cuerda es capaz
de gobernar el movimiento del brazo que tiene una masa 180 veces mayor.

Claro que es una interaccién mutua entre masas, €l peso de la grande eslo
gue impulsa a la pequefia, la inercia y movimiento de ésta influyen mucho
sobre el movimiento de la primera. Este movimiento suave, que también se
presenta en un trabuco de guerra aunque no transfiera toda la energia, erauna
de las ventgjas del trabuco sobre las catapultas, pues en estas a cada tiro €
golpe de su brazo con un tope las movia, haciendo necesario reorientarlas
para no perder la punteria. Por e contrario, con € trabuco que no cambiaba
su orientacion, era posible hacer incidir proyectiles en sucesion rgpida sobre
el mismo sitio.

100 150
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Fig. 9. Gréfica de la posicion angular del brazo Fig. 10. Gréfica de posicion angular delacuerda
(60,) respecto del tiempo. Laincertidumbre en (0,) respecto del tiempo. Laincertidumbre en el

el angulo esde + 1°. angulo esde + 1°.
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4.7 Trabucos, grandes, chicos, pesadosy liger os

La publicacién de un articulo [Chevedden, 1995] dispard la construccion de tra
bucos por aficionados y escolares, principamente en los Estados Unidos aunque
los hay también en Europa y Audrdia (Gray Company). La mayoria de estos
constructores trabgjan sin usar la mecanica tedrica como ayuda, solamente por
ensayo y error, en esto se parecen a los constructores medievales. Se han hecho
trabucos medianos para lanzar calabazas, grandes para lanzar personas al agua o
automaoviles compactos a su destruccién, y pequefios que lanzan trozos de queso
alo largo del sal6n de banguetes de un club de medievdistas.

La transferencia total de energia es solo de interés para algunos. Esto es
porgue un trabuco que la logra no tiene e acance maximo que é mismo
puede conseguir y 1o que interesa ala mayoria es llegar méslejos.

Es posible hacer una analogia de esto con una colision eléstica de particu-
las en una dimension. Si una particula originalmente en reposo es golpeada
por otra igual, después del choque se mueve con una rapidez igual ala que
tenia la particula incidente y ésta Ultima queda en reposo. Se ha transferido
toda la energia cinética. En otro caso, si la misma particula en reposo es aho-
ra golpeada por otra de masa méas grande que €ella, la rapidez con la que sale
es mayor gue la de la particula incidente y ésta no se detiene. La energia ad-
guirida es mayor que en el primer caso pero es solo unafraccién de la energia
de la particulaincidente.

En € trabuco también hay unainteraccion entre masas 'y se dan casos pareci-
dos alos de las colisiones. Una razén de masas grande causa una gran velocidad
de sdidadd proyectil aungque lamasa grande no transfiera toda su energia

Latransferencia total de energia tampoco le hubiera interesado a [lamado
Sefior de los Tormentos [Vemming-Hansen, 1998], € ingeniero medieval que
dirigia la construccion y operacion de las maguinas de guerra, y tambien las de
tortura. El deseaba causar dafio a las fortificaciones enemigas sitiadas y paraelo
su trabuco debia lanzar proyectiles masivos desde una gran distancia, fuera del
alcance delanzasy flechas. Su trabuco eragrande, tosco y pesado.

El trabuco que transfiere toda la energia a proyectil y al mismo tiempo,
con la masa de lastre disponible, 1o lanza lo més lejos posible, no lo lanza a
gran distancia, y é mismo, aungue tenga un lastre grande, tiene un brazo li-
gero. Comparado con €l de guerra se ve como gacela junto a un elefante. La
funcién determina la forma. Este trabuco ligero es indtil como armay poco
atractivo como lanzador de pelotas, solo Ilama la atencién del estudioso que
sabe por qué d artefacto se ha quedado en perfecto reposo después de arrojar
una pelota.
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5.1 Introduccion

Una gran cantidad de conceptos mateméticos conocidos en la antigiiedad han
sido reinterpretados haciendo uso del concepto de funciony de las estructuras
algebraicas.

Un gemplo muy ilustrativo y bonito se puede encontrar en cdmo la geo-
metria euclidiana clasicay la geometria moderna se estudian usando los con-
ceptos mencionados.

En el programa de Erlagen, Félix Klein define geometria de la siguiente
forma

Una geometria es el estudio de aquellas propiedades de un conjunto S que
permanecen invariantes cuando los elementos de S se someten a las transfor-
maciones de un cierto grupo de transformaciones, I'.

Asi toda la teoria de congruencia se estudia a través de las isometrias, la teo-
ria de semejanza se reinterpreta como composiciones de isometrias y homo-
tecias. Las transformaciones de Mdebius en el plano complejo son resultado
de composiciones de inversiones en circunferencias (considerando a las re-
flexiones en rectas como un caso particular), y asi la geometria compleja es
el estudio del grupo transformaciones generado por las inversiones.

Mucho tiempo antes de Klein, y aln antes de haberse establecido clara-
mente el concepto de funcidn ya se habian disefiado maguinas que efectuaban
las transformaciones geométricas elementales. Un gjemplo de esto son los
pantografos.

Los pantégrafos son mecanismos muy sencillos y muy conocidos para
‘copiar figuras a escald . Bastan unas cuantas varillas y unos tornillos para
hacer un pantografo.
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Aunque no sean tan conocidos, se pueden construir mecanismos tan sencillos
como |los pantégrafos para realizar otras transformaci ones geométricas.
En este articulo se muestra la forma de construir mecanismos articulados para
realizar diversas transformaciones geométricas.

Usando unicamente varillas, articulaciones y rieles se proponen magquinas
para trasladar, reflgjar y rotar figuras. También analizaremos algunos meca-
nismos para hacer inversiones en una circunferencia.

5.2 Lasisometrias

Una isometria es una transformacién que preserva distancias. Las isometrias
forman un grupo. Si a una figura se le aplica una isometria se obtiene una
figura congruente. En el plano existen solamente cuatro tipos de isometrias,
tres de las cuales son estudiadas desde €l bachillerato: reflexion, tradacion, y
rotacion (Fig. 1).

\vﬁ U

Reflexion Traslacion Rotacion
Fig. 1

La cuarta, que se conoce con el nombre de reflexion deslizada o ssmplemente
deslizamiento, es la composicion de unareflexion con unatraslacion en la
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direccion de lalinea de reflexion (Fig. 2).

Dedslizamiento
Fig. 2

Agregando esta Ultima se puede demostrar que la composicion de dos isome-
trias es una de estas cuatro y también que dadas dos figuras congruentes,
existe unay solo unaisometria que llevaunaen laotra.

Otra propiedad interesante de las isometrias es que todas ellas pueden ser
generadas a partir de las reflexiones.

1) La composicion de dos reflexiones en lineas paralelas produce una
traslacién en direccion ortogonal a las paralelas y con una longitud
de tradlacion del doble de ladistancia entre las paralelas (Fig. 3).

Fig. 3

2) Lacomposicion de dos reflexiones en
lineas concurrentes en un punto O,
produce una rotacion con centro en O
y de un angulo igual a doble del an-
gulo que forman las lineas (Fig. 4).
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3) Seal unalineay my n dos paraelas, ortogonales al, la composicion
dereflexiones en |, my n produce un deslizamiento (Fig. 5).

.........
- v > N,
<2 " H
~ T , v
Y [y r] .
- . x ,’
3 i
- *

Los inversos también son ciertos.
1) Todatraslacion se puede expresar como la composicion de dos refle-
xiones en lineas paralelas.
2) Toda rotacién se puede expresar como composicion de dos reflexio-
nes en lineas concurrentes.
3) Todo dedlizamiento se puede expresar como la composicion de tres
reflexiones en las lineas adecuadas.

Las demostraciones de todo lo que se ha afirmado y una explicacion mu-
cho mas amplia se pueden encontrar en Martin [1982].

Entrando ya a tema de las méqguinas articuladas, |0 anteriormente expues-
to nos muestra que basta con disefiar una maquina para hacer reflexiones para
poder obtener cualquier isometria, usandola a o més tres veces. En otras
paabras, si tenemos una figura, podemos construir otra congruente a ella en
cualquier lugar y en cualquier posicion. Valiéendonos sdlo de una maguina
quereflge.

Ahora bien, construir una maguina para reflejar es sumamente sencillo.
Fijemos un riel | en el que corren libremente los puntos A y B y ensambla-
mos cuatro varillas del mismo tamarfio con articulacionesen A, B, Oy P co-
mo se muestra en la Figura 6. Basta poner un puntero en O y un |&piz en P
paratener la magquina.
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Inversor
Fig. 6

Al mover O se mueve P de modo que la trayectoria de P es justamente la
reflexion de la trayectoria de O respecto al. La razon por la que esto ocurre
en que los triangulos ABO y ABP son congruentes independientemente de la
posicion de O.

Para hacer una méquina que traslade (Fig 7) o una que rote (Fig 8) basta
hacer dos méquinas quereflgjen'y ‘ pegarlas’ adecuadamente.

Fig. 7

Para una maquina que haga deslizamientos se requeriria pegar tres reflecto-
res.
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Fig. 8

Un espacio parareflexionar.

1) Recorta dos triangulos congruentes y déjalos caer sobre una hoja.
¢Podrias determinar |a isometria que lleva uno en el otro? Recuerda
gue debe poderse hacer con una solaisometria.

2) ¢Qué resulta de componer dos rotaciones con distintos centros? ¢Sera
siempre unarotacion? En este caso encuentrael centroy el dngulo?

3) ¢Podrias simular las mégquinas descritas utilizando pagquetes de simu-
lacién tales como Cabri 0 Sketchpad?

4) ¢Qué sucede si en la maquina descrita para reflgjar pones las varillas
de un lado més largas que las ddl otro? ¢Como es la transformacion
gue obtienes?

5.3 Homotecias

Una homotecia es un agrandamiento (o achicamiento) de las figuras. Al apli-
carle una homotecia a una figura se obtiene una figura semejante a ella, sin
embargo, no cualesguiera dos figuras semejantes son homotéticas. Para que
lo sean, ademés de ser semejantes deben estar en perspectiva desde un punto

(Fig. 9).
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Fg.9

Los tridngulos de la figura anterior son homotéticos, nétese que HA/HA™ =
HB/HB" = HC/HC" y por lo tanto también AB/A’B" = BC/B" C" = CA/C'A".
Las homotecias cambian las distancias, sin embargo preservan los angulos y
las direcciones, es decir laimagen de un segmento es un segmento paralelo al
origina pero de distinto tamario.

El punto desde el cual las figuras estén en perspectiva se llama centro de la
homotecia y la razon de agrandamiento o achicamiento se llama razén de la
homotecia. Esta Ultima puede ser positiva o negativa.

Dadas dos figuras semejantes (en cualquier posicion) se puede llevar unaa
la otra componiendo una homotecia con unaisometria.

Para ampliar los conocimientos sobre las homotecias se puede consultar la
obra de Martin [1982] citado més arriba o para un nivel més elemental el
libro de Shively [1972].

Las méquinas para hacer homotecias se llaman pantégrafos. Son quizé las
mas conocidasy se pueden adquirir en las papelerias.

Constan de seis varillas articuladas de la siguiente forma (Fig. 10).
[

C

D Fig. 10




112 Francisco Struck

Lospuntos A, B, C, D, O, P, y Q son articulados. De A a C es una sola vari-
Ilalo mismo que de B a D. Las longitudes de OA, OB, APy BP deben ser
iguales 1o mismo que las de PC, PD, CQ, y DQ.

El largo de las varillas puede varias dependiendo de la razon de homotecia
(Fig. 112).

Fig. 11

Para razones positivas se usa e punto O como centro de homotecia. Este
punto queda fijo.

Si larazén de homotecia es mayor que 1, se pone el puntero en Py el 14piz
en Q. Larazén de homotecia es en este caso OQ/OP, que es o mismo que
AC/AP. Esta tltima razon nos de las medidas con las que hay que construir la
méquina.

Si larazén es menor que 1, se pone € punteroen Qy € lapizen Py la

razon es lainversadel caso anterior.
Para razones negativas se usa P como centro de homotecia. El puntero y el
14piz se ponen en Oy Q y larazén queda determinada por PO/PQ = PA/PC
usando distancias dirigidas para obtener el signo. Si OP = PQ la homotecia
tiene razon -1y coincide con una rotacion de 180° con centro en P.

Otro espacio para reflexionar.

1) ¢La composicion de dos homotecias es una homotecia? Si si ¢en
dénde esta su centroy cudl es su razén?

2) ¢Qué transformacion obtienes tomando en & pantégrafo O como
punto fijo y colocando el puntero en Ay € 18piz en D 0 en C? Prue-
ba distintas opciones para colocar € punto fijo, el punteroy €l 1apiz.
¢Como se deforman tus figuras?
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3) Haz un pantégrafo virtual usando un programa de simulacién como
Cabri o Sketchpad.

4) ¢Podrias diseflar una maguina que aargue las figuras en una direc-
cién? (Es decir, que transforme circunferencias en elipses)

54 Inversion en circunferencias

Sea C una circunferencia con centro en O y radio r. Dado un punto P, distinto
de O, decimos que P es el inverso de P respecto alacircunferenciaC s

(i) O,Py P soncolineadesy

(i) OPXx OF =r?

Analizaremos dos formas de encontrar, usando reglay compas, €l inverso
de un punto, después de lo cua estaremos en condiciones para disefiar ma-
quinas que inviertan en circul os.

Sea P un punto dentro del circulo. Trazamos el rayo OP y una ortogonal m
aéste en P. Sea A uno de los puntos de interseccion de m con C. Trazamos €l
segmento OA y unaortogonal aél por A, estalineaestangenteaC (Fig. 12).
P es e punto de interseccion de esta tangente con la semirrecta OP. Para
demostrar que OP x OP = r? basta ver que los triangulos OPA y OAP" son
semejantesy que OA es un radio.

Fig. 12

S P esté fuera del circulo se traza el segmento OP, se encuentra e punto
medio del segmento y usandolo como centro se traza una circunferencia que
pase por Oy P. Sean A y A" los puntos de interseccién de esta circunferencia
con C (Fig. 13). Seunen A y A" con un segmento y donde éste interseque a




114 Francisco Struck

OP tendremos P. Para demostrar que efectivamente P~ es €l inverso de P,
bastatrazar OA y AP y usar las mismas semejanzas que en el caso anterior.

Fig. 13

Otra forma de construir €l inverso de un punto es la siguiente: Se traza la
semirrecta OP y una ortogonal a ella por O sean N y S los puntos en los que
esta linea interseca a C (Fig. 14). Trazamos la recta NP y [lamamos A a su
interseccion con C, unimos S con A. El punto de interseccion de SA con OP
es P'. Esta construccion es vélida independientemente de si P esta dentro o
fuerade circulo. La demostracion se hace otra vez por semejanza usando los
triangulos ONPy OF'S.

Fig. 14
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En cualquier libro de geometria moderna se puede consultar sobre la inver-
sion y sus propiedades. Por gemplo en Shively [1972] citado previamente o
en Eves[1969, tomo I].

Ahora diseflaremos dos inversores basandonos en las construcciones anterio-
res.

Colocamos €l punto O (el centro de inversion), en el extremo de unriel r,
de modo que éste se pueda mover como una manecilla de reloj con O fijo.
Ponemos dos varillas cuya longitud es e radio de la circunferencia de inver-
sion, como s fueran otras dos manecillas con O fijo (Fig. 15).

Fig. 15

Lasvarillasy €l riel se deben poder mover independientemente.

En los extremos (A y B) de las varillas ensamblamos dos rieles ortogonales a
ellas, s y t. Colocamos una articulacion uniendo los tres rieles (en € punto P)
de modo que este punto pueda correr por lostresrieles (Fig. 16).
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Un cuarto riel u, se hace pasar por A y B. El punto P* se encuentraen lain-
terseccion delosridlesry u (Fig. 17).

Fig. 17

Si el punto que queremos invertir esta fuera de la circunferencia de inversion
se colocael punteroen Py € |4piz en P, si € punto esta adentro se cambian
l&piz y puntero.

Otra forma de construir un inversor es la siguiente: Se ensamblan un riel »
y una varilla formando un éangulo recto. El punto de interseccion entre ellas
sera e centro de inversion (Fig. 18). Sobre la varilla ala misma distancia de
O en ambas direcciones se sitlian los puntos N y S. Esta distancia es €l radio
delacircunferenciadeinversiéon C.

Fig. 18
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En N se articula otro riel s que también se articula con € primero en P. Esta
articulacién debe correr sobre los dos rieles. Un tercer riel ¢ que se mueve
siempre ortogonal a riel ssearticulaal punto S (Fig. 19).

Fig. 19

El punto A siempre esta sobre la circunferencia de inversion, ya que € trian-
gulo NAS es recténgulo. En lainterseccién de losrieles r y t se encuentra el
punto P inverso de P res-

pecto a la circunferencia A

C.

La fabricacion de estos
inversores no es hada facil
pues cada articulacion
debe ser disefiada con
mucho cuidado y hecha
con més cuidado aln,
porgue Si N0 son muy pre-
cisas laméguina se atora.
Un tercer inversor, el mas
conocido y probablemente Fig. 20
e més antiguo de €llos, -
fue disefiado por A. Peau- B
cellier (1864).
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La celda de Peaucellier se construye de la siguiente forma: A un rombo
PAP'B, hecho de varillas articuladas en los cuarto vértices, se le ensamblan
otras dos varillas OA y OB. Fijando el punto O como centro de inversion, los
puntos Py P* se mueven como inversos respecto a una circunferencia (Fig.
20).

Esta méguina es mucho més sencilla de construir que los otros inversores,
pero no es tan claro ver que realmente invierte, pues ni siquiera es obvio cud
eslacircunferencia de inversion. Hagamos pues la demostracion.

La congruencia de los triangulos OBP con OAP y OBP" con OAF nos ga-
rantizaque O, Py P son colineales.

Fig. 21

Agregando lineas auxiliares y llamando C a centro del rombo (Fig. 21) po-
demos ver que:
OPx OF = (OC-PC) (OC + PC) = OC?- PC?
= OC? + PC* + CA? —CA? = (OC? +CA?) — (PC? + CA?)
= OA”- PA?
Esta tltima cantidad no depende de la posicién de P, yaque PA y OA son
las longitudes de las varillas.

Usando la propiedad de que €l inverso de una circunferencia que pasa por
el centro de inversion es una recta, Peaucellier logré uno de los primeros
disefios paratrazar unarectasin usar regla
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Agregando una varilla mas, como se muestra en la siguiente Figura 22, y
fijando D de forma que OD = DP" se fuerza a que P’ transite sobre una cir-
cunferencia que pasapor O, y aque P dibuje unarecta.

Fig. 22

Una aclaracion necesaria

En forma estricta una méquina articulada se debe hacer usando Unicamente
varillas y articulaciones, en todas las maguinas que se proponen en este ar-
ticulo a excepcion de los pantégrafos y de la celda de Peaucellier se usan
rieles lo cua contraviene la definicion de méaquina articulada. Sin embargo
cada uno de los rieles usados se puede sustituir por una celda de Peaucellier,
ya gque esta maquina traza rectas usando solamente varillas y articulaciones.
Cambiar los rieles por celdas puede hacer que las méaguinas se hagan muy
dificiles de construir. Tanta varilla'y articulacion puede dificultar su movi-
miento, sin embargo tedricamente resulta muy interesante saber que las trans-
formaciones elementales se pueden realizar con mecanismos articulados.
Cabe aclarar que s pensamos en maguinas virtuales hechas con Cabri o
Sketchpad entonces es posible construirlas dado que las varillas virtuales no
chocan y las articulaciones virtuales no tienen friccion.
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Pruebas geométricasy maquinas
matematicas. un estudio exploratorio®
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Resumen. Se reportan los primeros resultados de un estudio exploratorio
sobre la prueba en geometria en el bachillerato (grado 11%). El experimento
de ensefianza llevado a cabo es parte de un proyecto de investigacion en el
nivel bachillerato, en el que se introdujeron el razonamiento geométrico y
una perspectiva historica para encuadrar actividades propias de los estudian-
tes realizadas con una clase especial de artefactos culturales, llamados ma-
quinas matematicas. Aqui se describira e interpretara un segmento pequefio
de un experimento de ensefanza que concierne al cambio del nivel de expe-
riencia mental al nivel de demostracion como es definido por Balacheff en su
estudio del proceso de prueba. Nuestra investigacion no esta enmarcada por
una extension del concepto de abstraccion reflexiva de Piaget (como en Du-
binsky) sino que ha sido desarrollada por medio de la apropiacion de concep-
tos elaborada por la teoria de la actividad (p.e. Vygotsky, Davydov, Leonti-
ev), en donde el papel del maestro, asi como la funcion de la accion orientada
por el objeto tienen un significado diferente al del enfoque piagetiano.

6.1 Introduccion: Presentacion breve del proyecto de in-
vestigacion

El experimento de ensefianza de donde provienen los datos, busco introducir
en la demostracion a estudiantes del grado 11, en un escenario geométrico.
Fue parte de un proyecto de investigacion mas amplio para el bachillerato, el
cual se desarrolld cooperativamente entre maestros del bachillerato e investi-

' Bartolini, M. (1993). “Geometrical proofs and mathematical machines: An exploratory
study”. In Ichici Hirabayashi, Nobuhiko Nohda, Keiichi Shigematsu and Fou-Lai Lin
(Eds.), Proceedings of PME XVII. Tsukuba, Ibaraki, Japan: University of Tsukuba.
Traduccioén al espafiol de Verdnica Hoyos, UPN

% Corresponde al segundo afio del bachillerato en México.
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gadores universitarios. Los motivos directores del proyecto pueden ser des-
critos por las siguientes palabras clave: historia - geometria - maquinas (Bar-
tolini, B. & Pergola, por aparecer). Discutiremos brevemente inicamente el
tercero, para enmarcar la descripcidon de una parte crucial del experimento de
ensefanza y la interpretacion del papel del maestro y la funcién de la accion
orientada por el objeto.

6.2 El campo semantico de las maquinas matematicas

Las maquinas matematicas caen en la interseccion entre el campo de la expe-
riencia mecanica y el campo de la experiencia geométrica. Las maquinas
estan basadas sobre principios fisicos asi como también sobre principios
geométricos: los primeros se refieren a los materiales, fuentes de energia, la
distribucion y la regulacion de fuerzas actuantes, etc. Mientras que los ulti-
mos se refieren al movimiento relativo de cada parte, a la trayectoria de cada
punto en movimiento, etc.

La separacion de los principios anteriores data del principio de la ciencia
moderna (p.e. la discusion de obstaculos materiales en Dos nuevas ciencias
de Galileo), aun cuando s6lo fue hasta principios del siglo XIX (1830) cuan-
do Ampére propuso explicitamente la creacion de la cinematica como la
ciencia del movimiento, independiente de las causas mismas del movimiento.
En las décadas siguientes, la llamada geometria cinematica fue desarrollada
para excluir de la consideracion los procesos de tiempo (p.e. velocidad, ace-
leracion). La mayor parte de las maquinas construidas en nuestro proyecto
pueden ser estudiadas dentro de la geometria cinematica: su accion es la de
forzar a un punto o una linea o a cualquier figura geométrica, soportada por
una adecuada estructura material que la hace visible, a moverse en el espacio
o a ser transformada de acuerdo a una ley matematica abstracta (NRSDM,
1992).

Un ejemplo de tales maquinas es el pantografo de Sylvester: un mecanismo
(articulacion®) que consiste de ocho barras articuladas, fijas a un plano de
madera por medio de un pivote en el punto O. No importa cual sea la confi-
guracion de la articulacion, los puntos P’ corresponden a los puntos P bajo
una rotacion alrededor de O del mismo angulo 6 (el invariante de la articula-
Cion). Sylvester mismo (1875) describio este pantigrafo (sic) como una ge-

* En adelante articulacion significara el mecanismo compuesto de barras unidas por medio de
articulaciones (nota del traductor).




Pruebas geométricas y maquinas matematicas 123

neralizacion del pantdgrafo de Scheiner (1631), ya usado por los pintores del
Renacimiento como una herramienta para el dibujo en perspectiva. Poste-
riormente, los pantografos fueron considerados como elementos de la teoria
de las articulaciones donde las diversas articulaciones se estudiaron como
miembros de un sistema teorico. En esta teoria se dieron pruebas mas genera-
les, las cuales se podian aplicar al pantografo de Sylvester asi como a otras

articulaciones (Lebesgue, 1950).
=0

- o=9 o=T
P P
b A&
2 N 1) 2a %1a € 1c 2

Fig. 1 y 2. Las figuras ilustran configuraciones para los valores crecientes
del angulo @ = AOC de 0 ax (3 =PAB).

La historia de los pantdgrafos representa la génesis del conocimiento cien-
tifico-tedrico contemporaneo (contrastado con el conocimiento empirico, el
cual hace referencia a fases mas antiguas asi como al conocimiento comiin
contemporaneo) que esta basado en una interrelacion dialéctica entre especi-
fico y general, entre concreto y abstracto. Si el punto de partida para la cons-
truccion de un concepto es la abstraccion sustancial a partir de lo concreto
(realizada por medio del andlisis de la funcién de una cierta relacion de co-
sas dentro de un sistema estructurado), su resultado es una teoria desarro-
Ilada, en donde las manifestaciones especificas son deducidas y explicadas a
partir de fundamentos generales (la llamada ascension de lo abstracto a lo
concreto, de lo general a lo especifico --Davidof 1972-79 ch.7). en este pro-
ceso, también existen fases experimentales, en donde los ejemplos particula-
res son observados de acuerdo a cuestiones que son formuladas tedricamente.
Toda maquina materializa tanto conocimiento empirico como tedrico que
puede ser interpretado de diferentes maneras. Que el analisis de una maquina
sea empirico o teérico depende de cuales son las cuestiones planteadas; mas
aun, se tienen analisis tedricos distintos de la misma maquina si se cambia el
sistema de referencia (p.e. geometria elemental, teoria de articulaciones). De
acuerdo a la anterior discusion, no es posible para el investigador separar este
aspecto de la experiencia humana sin caer en una perspectiva reduccionista
(el uso empirico de un pantdgrafo; el estudio de sus configuraciones Unica-
mente en un nivel abstracto): en este sentido, el contexto de las maquinas
matematicas es un ejemplo de campo semantico (Boero, 1989).
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La anterior interpretacion no esta dentro de las capacidades del estudiante:
ellos tienen experiencias separadas, ya sea geométricas o mecanicas, tanto en
el nivel perceptual como en el nivel racional. Una dialéctica posible entre
ellos es conocida por el maestro quién estad conciente del desarrollo histérico
de la geometria como estrictamente enlazada con la mecénica. Sin embargo,
para los estudiantes las maquinas son opacas para la geometria (y viceversa)
y pueden llegar a ser transparentes, inicamente por medio de una actividad
adecuada (Meira, 1991). Los estudiantes no necesariamente recapitulan el
proceso historico de creacion o de descubrimiento de un artefacto y sus pro-
piedades, ya que éste ha sido realizado a través de un proceso colectivo com-
plejo que durd centurias y que dependié de un gran nimero de factores indi-
viduales y colectivos de dentro y de fuera de las matematicas: a causa de su
complejidad y de su dependencia de tantos factores, no son un buen candida-
to para modelar el proceso escolar. La actividad del estudiante podria ser
descrita mejor como la apropiacion de un artefacto cultural existente (p.e. el
pantografo) asi como de los modos de su estudio (apropiacidn significa, en el
sentido de Leontiev (1964-1976) el proceso que tiene como su resultado final
la reproduccion individual de propiedades humanas historicamente formadas,
capacidades y modos de conducta). El aprendizaje no esta basado sobre rela-
ciones particulares inmediatas a la realidad sino mas bien sobre la mediacion
(Vigotsky, 1978) entre individuos y objetos, realizada por medio de los arte-
factos —ya sean herramientas o sistemas simbdlicos—creados por los seres
humanos en siglos de desarrollo. Ninguna experiencia personal individual,
no importa que tan rica pueda ser, podria conducir al desarrollo del pensa-
miento matematico 16gico o abstracto y a la formacion auténoma de los sis-
temas conceptual es correspondientes (Leontiev, 1964-76 p.338).

6.3 Algunasimplicaciones para la didactica

La anterior discusion que alude a algunas ideas basicas de la teoria de la acti-
vidad, da lugar a dos tesis:

1. La dialéctica entre lo especifico y lo general es un motivo basico para
la actividad de ensefianza-aprendizaje en los escenarios escolares. La
accion orientada por el objeto, como manifestacion concreta de una
tarea de investigacion, es la fuerza directora para el proceso de ense-
Nanza- aprendizaje.
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2. El maestro es el responsable para la mediacion en el salon de clase,
para introducir a los estudiantes en los sistemas de artefactos cultura-
les que han sido producidos por generaciones de seres humanos.

En lo que sigue argumentaremos como fueron concebidas estas tesis en la
planeacion de experimentos de ensefianza y en la activacion de procesos en el
salon de clase.

6.4 Un experimento de enseflanza

Este experimento de ensefianza se llevé a cabo en una clase de 11avo. grado
(y se refiere a un detallado estudio de diferentes articulaciones por diferentes
grupos de estudiantes. Se realizé una observacion de cuatro meses a lo largo
del afio escolar 1991-92. Se grabaron tanto las clases dadas por el maestro
como el trabajo en equipo de grupos pequefios de cinco estudiantes (involu-
crados en el estudio de un modelo del pantdgrafo de Sylvester). No detallare-
mos la estructura completa del experimento de ensefianza (Bartolini & Pergo-
la, por aparecer), el cual consistio en una platica de introduccion a algunas
notas historicas sobre las articulaciones y su estudio, dos sesiones de dos horas
de trabajo en equipos pequefios — con los cinco grupos distintos de estudian-
tes—referentes al estudio de cinco articulaciones distintas, y una clase con
todos los estudiantes, conducida por el maestro, con respecto al estudio de
cada una de las articulaciones.

Brevemente describiremos (en esta seccion) e interpretaremos (§5) una
parte del trabajo con los grupos pequeiios. Este habia sido estructurado pre-
viamente por medio de una lista escrita de ocho tareas (apéndice 1) que debian
ser respondidas por escrito. Un extracto del texto final editado por el grupo
observado esta en el apéndice 2. Nos referiremos al dibujo (Fig.3) que fué
producido por los estudiantes junto con el texto escrito, aun cuando el proceso
fue llevado a cabo haciendo énfasis en la articulacion sin hacer referencia a
ninguno de los puntos codificados.

De la solucion a la primera cuestion (una hora completa) resultd una se-
cuencia de las siguientes respuestas parciales: (1) algunas barras son iguales
(medida directa); (2) existe un paralelogramo deformable y dos tridngulos
indeformables; (3) un punto O esta fijo; (4) los triangulos son isosceles (ob-
servando la configuracion de la figura 2a); (5) los tridngulos son similares
(idem); (6) es equivalente fijar el angulo PAB o la razén de PB a PB’; (7) las

4 Equivalente a un segundo afio de bachillerato en México, aprox.
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barras que representan las bases de los tridngulos se tienen que cortar y perfo-
rar para tener la misma proporcidon que las barras que representan los lados
(detalles en Cavani, 1992).

El proceso de responder la cuarta cuestion resulto en tres distintas fases: (1)
conjeturar el invariante; (2) buscar una prueba; (3) escritura de la prueba. La
primera fase fue resuelta por medio de actividad conjunta con el maestro. La
conjetura fue propuesta por un estudiante, aceptada por el maestro pero recha-
zada por los otros y aceptada después de verificarla en la articulacion.

La segunda fase (una hora completa) fue llevada a cabo sin el maestro. La
construccion colectiva consistioé en una secuencia de “movimientos”: cada mo
vimiento fue codificado como E (experimental) si estaba basado en experi-
mentos visuales o tactiles, o L (logical) si era deducido de afirmaciones ya
aceptadas (éstas a su vez, pudieron ser establecidas experimentalmente -E- o
logicamente —L). (Ver Fig.3 para la codificacion de puntos):

0. (E) conjetura a ser probada: OP es igual a OP’ y los angulos POP’ son
iguales para todas las configuraciones de la articulacion.

1. (L) prueba: si los tridngulos OAP y OCP’ son congruentes (ya probado)
entonces OP es igual a OP’.

2. (E) problema: ;existe una relacion entre el movimiento de P y el movimien-
to de B? La busqueda se interrumpe.

3. (E, L) observacién: la longitud de PP’ no es siempre la misma. La afirma-
cion es confirmada por medio de la teoria, observando que no es suficiente
conocer dos lados para determinar la totalidad del triangulo.

4. (E) observacién: atn cuando OP sea igual a OP’, se tiene que (entonces) la
longitud de OP no es constante.

5. (L, (E, L)) prueba: si POP’ es constante (conjeturado del movimiento 0) y
POP’ es isosceles (probado en el movimiento 1) entonces todos los triangulos
POP’ de entre las infinitas configuraciones son similares.

6. (L) problema: existe una razon constante (movimiento 5) entre PP’ y OP
(=0OP’): {cual es la razon?

7. (L) prueba: para la configuracion de la Fig. 2a se ha probado que los angu-
los POP’, BCP’ y BAP son iguales.

8. (E) conjetura: los triangulos PBP’ y OAP y OCP’ son similares.

9. (L) prueba: como los triangulos BCP’ y BAP son similares (hipdtesis) en-
tonces las proporciones siguientes: CP’:AB=BP’:BP y como OC=AB,
CP’:0C=BP’:BP.

10. (L, E) prueba: si PBP’ y OCP’ son similares (movimiento 8), la razon de
OP y PP’(igual a la razon de OP’ y PP’) es constante.
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11. (L) prueba: los triangulos OPP’ de la infinidad de configuraciones son
similares.

12. (L) prueba: si todos los tridngulos POP’ son similares el angulo POP’ es
constante (inverso del movimiento 5).

13. (L) prueba: los angulos P’BP, OCP’ y OAP son iguales (basados sobre las
propiedades angulares de los poligonos).

14. (L) prueba: los triangulos P’BP, OCP’ y OAP son similares (ver movi-
miento 8). (Ver Cavani 1992 para detalles).

6.5 Discusion

La discusion esta dividida en dos partes que se refieren a: (a) los aspectos de
organizacion (disenados previamente); (b) los aspectos de activacion o funcio-
namiento (observados en los procesos de la clase).

6.5.1 Organizacién

La primera eleccion esta relacionada con la definicion de la tarea en referencia
con el objeto fisico (la articulacion, en realidad dada a los estudiantes y no
unicamente evocada). No se definié Unicamente un contexto inicial para la
actividad del cual partir ( como en el cambio de lo especifico a lo general, lo
que es enfatizado en el marco piagetiano) sino que fue en realidad un polo del
par objeto fisico — objeto ideal (i.e. especifico-general) a ser puesto en una
interrelacion dialéctica, de acuerdo a los elementos mayores del pensamiento
teorico (£2).

La segunda eleccion se refiere a la estructura del trabajo del grupo pequefio
por medio de las ocho cuestiones. Su meta fue forzar la transformacion de la
articulacion especifica en un objeto ideal determinado, y al mismo tiempo, ya
sea recordar o estructurar el escenario tedrico (geometria elemental, la teoria
de las articulaciones) en donde describir su papel general y su funcion. Ellas
fueron disefiadas como herramientas de mediacion (Vigotsky, 1978), las cua-
les inhiben el impulso directo de reaccionar a un estimulo externo dado por la
accion del pantografo; ellas formaron una base (incompleta) de orientacion
(Gabay, 1991). Las ocho cuestiones no tienen el mismo status. Por ejemplo, la
primera es, en un sentido, transicional, como si también hubiera sido respon-
dida dentro de un escenario empirico (aun si esto no sucedid, como mostramos
en lo que sigue): los estudiantes hubieran podido escribir las reglas de cons-
truccion, refiriéndose a la conjuncion de las ocho barras de longitud dada por
medio de bisagras y pivotes (en realidad, algunas descripciones antiguas de
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maquinas fueron de esta clase y probablemente nosotros podriamos tener des-
cripciones similares si la misma tarea fuese puesta fuera de la escuela a una
persona no cultivada). La segunda y la tercera cuestiones forzaron a los estu-
diantes a reparar en algunas herramientas basicas de la teoria de articulacio-
nes: estas tuvieron sentido inicamente después de la introduccion de Lagrange
(1787) del concepto de coordenadas generalizadas de un sistema mecanico.
La cuarta cuestion introdujo el objeto ideal en la teoria de la geometria ele-
mental. Las Gltimas cuatro cuestiones —y principalmente la séptima- tuvo que
realizar la ascension de lo general a lo especifico, en la medida en que una
rotacion de cualquier angulo dado 9 estuvo vinculada con las propiedades
geométricas de un pantdgrafo individual. En pocas palabras, el total de cues-
tiones fueron disefiadas para realizar la dialéctica entre la articulacion especi-
fica y una teoria general de sus configuraciones.

La tercera eleccion se refirié a la aceptacion de fases de actividad conjunta
entre el maestro y los estudiantes en el grupo pequefio de trabajo. La actividad
conjunta entre adultos y gente joven en la resolucion de problemas es consis-
tente con el concepto de zona de desarrollo proximo de Vigotsky (1978). No
se origina de la necesidad profesional del maestro de limitar el experimento
dentro de limites adecuados de tiempo, sino sobre la necesidad cultural de
dirigir los esfuerzos de los estudiantes hacia la apropiacion de productos de la
actividad humana de siglos. Las fases de la actividad conjunta no siempre
pueden ser disefadas, en la medida en que ellas dependen de procesos reales,
aun cuando los puntos cruciales pueden ser indicados tentativamente con anti-
cipacion.

6.5.2 Funcionamiento

En esta seccion abordaremos los mismos aspectos pero en orden distinto. Las
ocho cuestiones estructuraron procesos en la clase desde fuera. Sin embargo
ellas son buenos candidatos para que en el proceso de internalizacion (Vigo-
tsky, 1978) se transformen en elementos cruciales de la metodologia de un
estudiante individual para el estudio de algunas clases de articulaciones (pero
esta hipdtesis puede ser verificada inicamente en un estudio a largo plazo, el
cual estd ahora en progreso).

Algunas fases de actividad conjunta fueron observadas. Por ejemplo, en la
fase de conjeturas, el maestro enfoco sobre propiedades angulares de la articu-
lacion y sugiri6 considerar angulos que no estaban visibles (en realidad, las
lineas OP y OP’ no se refieren al objeto fisico sino al objeto ideal). Su inter-
vencion fué requerida por los estudiantes quienes habian sugerido un gran
numero de propiedades geométricas triviales (tales como el perimetro del he-
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xagono siempre es el mismo) sin realmente entender cual era el significado de
esta tarea. Entonces la conjetura fue verbalmente formulada por un estudiante
y aceptada por el maestro; sin embargo los otros no confiaron en el profesor y
regresaron a la articulacién a verificarlo; pusieron la articulacién en varias
configuraciones y movieron el dedo a lo largo de las lineas PO y OP’ para
concretar diferentes manifestaciones del angulo ideal. Sus afirmaciones cam-
biaron de imposible a verdadero pero sorprendente.

La tultima observacion nos condujo al tercer aspecto (i.e. la funcion de la
accion orientada por el objeto). Al inicio del trabajo en equipos (pregunta 1),
los estudiantes midieron las barras para asegurarse de que algunas de ellas
eran exactamente iguales, sin embargo inmediatamente afirmaron que la me-
dida no era relevante (escribimos como se construyd esto, pero —la persona
ficticia— puede hacerlo como quiera). En realidad, ellos no estaban seguros
de que el procedimiento empirico de medir fuera adecuado para el escenario
geométrico ideal, en donde se estudian las propiedades de las figuras. Sin em-
bargo los resultados de medir fueron inmediatamente interpretados en un es-
cenario teorico, transformando la articulacion (el objeto fisico) en una figura
esquematica (el objeto ideal). El siguiente proceso se refiri6 aun al objeto fisi-
co, cuando los estudiantes manipularon la articulacion por toda una hora. Ellos
observaron que la articulacion pasaba por infinidad de configuraciones transi-
torias (las configuraciones “genéricas” (Fig.1) y algunas “especiales” (Fig.2))
y que era posible pasar de la una a la otra por medio de movimientos “peque-
nos”. Algunas veces el vinculo entre el objeto fisico y el objeto ideal no era
facil de manejar. Por ejemplo, después de darse cuenta que los triangulos PAB
y P’CB eran iguales, los estudiantes recitaron bien algunos teoremas relacio-
nados con los lados y los angulos de triangulos semejantes, pero no se dieron
cuenta de que la proporcionalidad de los lados PB y BP’ podia haber resuelto
el problema concreto de describir las longitudes (relativas) de las barras. Una
actividad conjunta (corta) con el profesor condujo a los estudiantes a asociar
propiedades geométricas a los objetos fisicos. De cualquier manera, si estuvo
presente un embrion de ascendencia de lo general a lo especifico, ascendencia
necesaria para completar el movimiento dialéctico entre ambos aspectos. Por
ejemplo, durante la primera observacion de la articulacion, un estudiante hablo
acerca de que no era necesario conservar el mismo angulo PAB en la cons-
truccion de una nueva articulacion: “si € ngulo es recto, éste (Fig.2a) estara
mas aplanado” . Sin embargo, el movimiento de ida y regreso de lo especifico
a lo general no estuvo siempre interiorizado por los estudiantes: algunas veces
el maestro intervino justo para sugerir el cambio (intenta y verificalo en la
articulacion, para una afirmacion verbal obtenida por medio de deduccion
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logica; intenta y pruébalo, para una afirmacion verbal obtenida por medio de
experimentos). La configuracion especial de la Fig.2a jugé un papel doble: en
la primera cuestion sugirio la semejanza de los dos tridangulos PAB y P’BC.
Posteriormente, en el proceso de prueba esto obstruy6 la solucién: sucedioé que
la articulacion asumid una configuracion cercana (no igual) a la especial de la
Fig.2a; inmediatamente una estudiante grit6: “Por favor, muévala, me siento
confundida: ya no puedo ver los lados (OP y OP’)”, y ella puso la articulacion
en una configuraciéon méas genérica. Resumiendo, se observo actividad no ver-
balizada (ya sea visual-tactil o visual-imagen) a lo largo de todo el proceso: su
volumen es consistente con los resultados de adultos resolviendo problemas,
de Tikhomirov (1988, p.90), quien establecio que [la actividad del pensamien-
to] no consiste tnicamente en procesos subordinados a una meta pensada con-
cientemente sino también en procesos subordinados a una anticipacion no
verbalizada de resultados futuros, y que en la actividad, el segundo tipo de
procesos puede tener una participacion mas grande que las acciones propia-
mente intencionadas.

El proceso de construccion de una prueba condujo a una demostracion, en
el sentido de Balacheff (1988). En realidad el texto escrito no estuvo comple-
to, puesto que falté el décimo movimiento crucial: fue considerado verbalmen-
te varias veces mientras que los estudiantes estaban editando el texto, pero no
fue escrito, como si fuera algo obvio. Mas aln, la prueba no estuvo completa,
puesto que solo se refirid al caso genérico de la Fig.1a (el otro caso requiere
pequefias adaptaciones). El problema de variar las configuraciones habia sido
considerado pero fue rechazado: ¢Tenemos que verificar otros casos? No.
Hemos hecho una prueba (con énfasis). Ellos podian haber recurrido a algo
similar al principio de continuidad (Poncelet, 1822), pero estaban seguros de
que el texto no nada mdas era convincente sino que también era verdadero: la
responsabilidad de la verdad fue atribuida al ingrediente tedrico del escenario
en donde habia sido llevado a cabo el proceso, i.e., el sistema de la geometria
elemental. Atn si en algunos pasos (p.e. movimientos 5 y 10) se suponia que
los estudiantes le daban la misma importancia a informaciones experimentales
que a afirmaciones logicamente derivadas, el proceso en su totalidad fue tedri-
co, a causa de la tension de los estudiantes hacia una completa justificacion de
todos los movimientos dentro del sistema de la geometria elemental. Sin em-
bargo, su génesis (y algunos de los segmentos aparecieron incluso ordenados
como afirmaciones escritas —cf. la columna de comentarios en el apéndice 2)
fue llevada a cabo por medio de cambios de ida y regreso entre lo experimen-
tal y el nivel légico.
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6.6 Comentariosfinales

Nuestros resultados hacen surgir dos cuestiones para la investigacion didacti-
ca. La relevancia de la actividad no verbalizada ha sido sefialada también en
los medios ambientes computarizados (Dreyfus, 1991), sin embargo el uso de
la computadora permite Unicamnete el analisis de la interaccion entre la acti-
vidad verbal-légica y la actividad visual-imagen. ;Cual es, si existe, el papel
de la actividad visual-tactil en el pensamiento geométrico avanzado?

Mucha de la investigacion didactica enfatiza la responsabilidad del alumno
para aprender en contraste con la ensefianza tradicional. Hemos argumentado
(§2) que la apropiacion de artefactos culturales esta determinada por la media-
cion del adulto. ;Como se concibe el papel del maestro con respecto a la me-
diacion cultural en el salon de clases?

RECONOCIMIENTOS. Esta investigacion fue apoyada por CNR y MURST.
El experimento de ensefianza fue disefiado y llevado a cabo por M. Pergola y
observado por C. Cavani; P. Boero y A. Mariotti leyeron cuidadosamente y
comentaron el borrador de este articulo.

Apéndice l

Las 8 preguntas

1. Represente la articulacion con una figura esquematica y describaselo
a alguien quien tiene que construir uno semejante, con base sélo en
su descripcion.

2. ¢(Cuantos grados de libertad tiene el punto P?. Dibuje el conjunto R
que consiste de todas las posiciones de P durante el movimiento. Eli-
ja los parametros que determinan la posicion de P.

3. (Cuantos grados de libertad tiene el punto P?. Dibuje el conjunto R
que consiste de todas las posiciones de P durante el movimiento. Eli-
ja los parametros que determinan la posicion de P. ;Puede utilizar los
mismos pardmetros que uso para P?.

4. (Existen algunas propiedades geométricas que se relacionan con to-
das las configuraciones de la maquina?. Intente demostrar sus afir-
maciones.

5. ¢Se puede decir que la maquina realiza una correspondencia biunivo-
ca entre R y R ; i.e. cada punto de R tiene un punto correspondiente
en R y viceversa?.
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6. Si Py P son dos puntos trazadores, dibuje dos figuras correspondien-
tes (considerando la correspondencia en 5 entre R y R). ;Se trazan
ambas figuras al mismo tiempo?. ;Son relevantes las caracteristicas
del movimiento —velocidad, aceleracion, etc.?.

7. ¢(Cuales son las propiedades comunes de las figuras trazadas en el
punto 6?. ;Las figuras se superponen?. ;Existe alglin movimiento
simple que las superpone?, describalo.

8. (Este movimiento superpone a R y R, también ?

Apéndice 2

Respuesta colectiva a la pregunta 4 (Fig. 3)

Tesis. POP es constante

El angulo POP es constante ya que los triangulos POP que se obtienen por
medio de las deformaciones del mecanismo son semejantes, para cualesquie-
ra posiciones de P y P. cfr. movimiento 12.

En efecto, OP=0OP, porque los tridngulos OCP y OAP son congruentes, ya
que CP=0A, CO=AP y OCP=0OAP (BCO=0OAB y PCB= BAP)

Los triangulos de arriba son semejantes a un
tercer triangulo PBP, porque cfr. movimiento
9. Como los triéngulos BCP y BAP son se-
mejantes, se sigue que BP:BP=CP:CO cft.
movimiento 10 Y ademas el angulo PBP es
igual al angulo OCP ya que cfr. movimiento
13. (haciendo CPB=CBP=a. y CBA=f) te-
nemos PBP=360-Qa+p) y OCP=360-
(2a+p). Esto es cierto porque prolongando la Fig. 3

recta BC desde C, el angulo suplementario a BCP es igual a 2a. y el angulo
suplementario a BCD es igual a 3, debido a que en un paralelogramo dos
angulos contiguos son siempre suplementarios.
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7.1 Introduccion

Aqui se presenta un trabajo de exploracion acerca del uso de herramientas
comunes, como son las computadoras o 1os pantdgrafos, en €l aprendizaje de
las transformaciones geométricas. La exploracién se llevd a cabo en un aula
equipada con computadoras y con  grandes pantégrafos (maquinas
matematicas 0 mecanismos articulados para el estudio de las transfor-
maciones geométricas bésicas), los cuales permiten € trazado y la
comparacion de figuras geométricas. Las maquinas articuladas en uso o
pantégrafos fueron especialmente construidos para €l estudio de la reflexion
con respecto a un punto 0 a una recta, la tradacion y la homotecia. La
computadora y los artefactos mencionados se utilizaron para introducir a un
grupo de estudiantes del primer semestre del bachillerato al estudio del tema
de las transformaciones geomeétricas. En este capitulo se describe 1o que se
realizo en el salon de clase, y seinscribe al estudio exploratorio realizado en
una linea de investigacion del uso de instrumentos en la ensefianza de las
matematicas. También se presentan las secuencias de trabgjo de todas las
sesiones que aqui se instrumentaron y los problemas que se aplicaron a
término de la exploracion. En particular se hace énfasis en los logros de los
estudiantes, se comenta su participacion en las actividades y en la resolucion
de los problemas que se les plantearon. Finalmente, en la Ultima parte de este
capitulo se abordan algunas de las posibles implicaciones didécticas del
estudio exploratorio realizado.

! Lainvestigacin en que se basa el contenido de este capitulo, ha sido desarrollada con apoyo
del CONACyT con nimero de referencia 30430-S.



136 Veronica Hoyos

7.2 Uso de instrumentos en la enseflanza de las
matematicas

Accion y mediacion: El papel de los materiales concretos en la ensefianza
de las matemaéticas.

Las secuencias de trabajo que aqui se presentan, se redlizaron desde una
perspectiva educativa que privilegia la actividad del estudiante y el uso de
medios parala apropiacién del conocimiento.

Sabemos que € uso de instrumentos en la ensefianza de las mateméticas no
es algo nuevo. Segun Szendrel (1996) “los materiales concretos tienen una
larga historia en las clases de mateméticas, aunque no siempre han sido
aceptados de buena gana o usados de manera apropiada. De hecho,
desaparecieron cuando surgieron los métodos de calculo escritos y se le
asignd poco valor a la comprension de los algoritmos que estaban siendo
enseflados. En la presente centuria, Comenius (1592-1670) y Pestalozz
(1746-1827) comienzan €l proceso de reintroduccién, ellos, junto con
Montessori y muchos otros, proveen nuevos materialesy razones para su uso
de tal manera que hoy uno dispone de cientos de instrumentos manipul abl es.
Sn embargo, se sigue discutiendo si las herramientas comunes derivadas de
la vida real pudieran ser megores que los materiales educativos
especialmente construidos, y si de hecho, tales materiales pudieran ser mas
dafinos que buenos. Se puede decir que en general los materiales educativos
no son drogas milagrosas, su uso productivo requiere previson vy
planeacion” (Szendrei, 1996, p.411).

En e trabajo que aqui se est presentando se ha hecho énfasis en el uso de
herramientas comunes en e salén de clase. Herramientas que tienen la
particularidad de que en determinado momento han sido elaboradas para
resolver problemas de medicién especificos o para comunicar o difundir
ideas mateméticas nuevas, incluso revolucionarias en su época. Véase, por
gemplo, los instrumentos descritos por Descartes en La Géométrie (1637).
Mas alin, se recomienda ver en la direccion e ectronica de la Universidad de
Modena UniMo, Italia— http://www.museo.unimo.it/theatrum/, la gran
cantidad de este tipo de material que la UniMo ha producido y compilado.

De hecho, la historia de las mateméticas da cuenta de una interaccion
dialéctica entre e aumento de comprension sobre nociones o ideas
mateméticas nuevas y la manipulacion o elaboracion de artefactos que

facilitan o hacen factible la comunicacion de tales logros. Asi por gjemplo,
Descartes en La Géométrie usay desarrolla nuevas herramientas algebraicas,
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y busca explicarlas usando los novedosos artefactos mecéanicos que ahi se
muestran.

Desde un punto de vista tedrico, €l papel fundamental de los artefactos
culturales como mediacién para la accion educativa es reivindicado en gran
medida por el enfoque socio-cultural de investigacion del aprendizaje
desarrollado por Wertsch (ver por gjemplo Wertsch et al., 1995). Una de las
bases de este enfoque de investigacion consiste en el supuesto de que la
accion y la mediacion estén inherentemente relacionadas. De hecho, los
artefactos culturales (término equivalente desde este enfoque, a de
herramientas comunes de Szendrei) proveen un vinculo o puente entre las
acciones concretas llevadas a cabo por los individuos y los grupos, por un
lado, y los escenarios culturales, ingtitucionales e historicos, por € otro.
(Wertsch et al., 1995, pp.19-20).

En e trabagjo que aqui se presenta los estudiantes contaron con
computadoras, pantégrafos y guias para la redizacion de todas las
actividades. Es mucha la literatura de estudios antecedentes que han
incorporado en su realizacion alguno de los dos artefactos mencionados. Por
gemplo, segun los resultados de Mariotti (2002), las computadoras
transforman la naturaleza de un problema: “ Podemos visumbrar que la
presencia de nueva tecnologia transforma la relacion entre problemas y
conocimiento y que este cambio ocurrira en al menos dos aspectos: € tipo de
problemas que pueden ser propuestos a los pupilos y los procesos de
solucion que pueden ser usados. Los recursos disponibles cambian, y
consecuentemente |os procesos usados para alcanzar un resultado también
cambian® (Mariotti, 2002, p.697). Segiin Mariotti, muchos investigadores
han estudiado los efectos de los medios ambientes computacionales, y
especialmente el de la programacién, sobre los procesos intelectuales
involucrados en la resolucion de problemas y en la formacion de conceptos,
pero la investigacion de orientacion cognitiva, llevada a cabo por muchos
afios y principamente centrada sobre e que aprende, debe estar
complementada por la investigacion del efecto que las actividades en el
medio ambiente computacional pueden tener en la clase de matematicas
como un todo, en “como las diferentes facetas de la tecnologia afectan la
cultura del salén de clase (Mariotti, p.697)”.

2 E| texto original de Mariotti esti en inglés. Las partes de este texto que aqui apare-cen,
citadas en espafiol, son una traduccion libre del autor de este capitulo.




138 Veronica Hoyos

En realidad se ha visto que no nada mas la computadora tiene un papel de
catalitico cultural en e salon de clase, sino también la introduccion de
“nuevas voces’ significativas para €l aprendizaje, como lo son las maquinas
articuladas para € estudio de las transformaciones. En el capitulo “Pruebas
geométricas y maquinas matematicas’ que se incluye en este mismo libro, se
documenta una de las posibilidades que ofrece la introduccién de estos
artefactos para comenzar a tratar con pruebas deductivas en la clase de
matematicas del bachillerato.

De hecho, €l estudio exploratorio que agqui estamos presentando intenta
contribuir en una linea de investigacion sobre la articulacién de las distintas
facetas de la tecnologia en €l salén de clase. Con €l objetivo de indagar como
influye en la comprension del estudiante la manipulacion de las herramientas,
se elaboraron series de actividades préacticas en cuya resolucion participé un
grupo de primer afio del CCH. Se llevaron a cabo 7 sesiones de trabgjo de 2
horas cada una: la primera de €llas fue de introduccion general a uso de un
software de geometria dinamico (SGD); en las siguientes tres sesiones se
trabaj6 con guiones de la actividad con el SGD, en particular explorando €
‘mend’ de transformaciones y la ‘Ayuda del software; en dos de las tres
restantes sesiones se usaron los mecanismos articulados o pantégrafos, y
finalmente, en la Ultima sesion |os estudiantes se enfrentaron a una serie de
problemas relacionados con las transformaciones geométricas.

7.3 Secuencias de trabajo y comentarios sobre las
g ecuciones de losalumnos

Primera Sesion: Exploracion del software de geometria dinamico (SGD)

La primera sesion fue de exploracion acerca de las posibilidades de
construccién geomeétrica que ofrece un software de geometria dindmico
(SGD). A los estudiantes se les entregd una hoja de trabajo, en la cual
aparecian varios problemas de construccién geométrica (ver Fig.1) con los
cuales se pretendié dar motivo a conocimiento de los comandos y de las
posibilidades del SGD. Durante la exploracién del software, una de las
propiedades més importantes del SGD que interesa que los estudiantes
dominen, es e arrastrado directo de las diferentes partes de los aobjetos
geométricos que se han construido para verificar que una propiedad
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matematica es invariante. Sin embargo, los resultados del arrastre dependen
de cuales han sido los objetos iniciales en la construccion. El estudiante debe
de aprender gque el arrastrado ha de utilizarse para verificar la invariabilidad
de la(s) propiedad matemética(s) en juego. Esta es probablemente la
propiedad del SGD que lo hace una herramienta valiosa para el aprendizaje
de las mateméticas.

PRIMERAS EXPLORACIONESEN CABRI-II
CONSTRUCCIONESY PROPIEDADES
GEOMETRICAS

Construye un tridngulo rectédngulo a partir de dos puntos dados
(o de un segmento) de tal manera que a arrastrar |os tres
vértices e triangulo continde siendo rectangulo. Después
de terminar tu construccion, haz un reporte en donde
describas la construccion realizada.

Construye un cuadrado a partir de dos puntos dados de tal
manera que a terminar tu cuadrado, tu puedas arrastrar
los dos vértices iniciales de la construccién y el cuadrado
siga siendo un cuadrado. Después de terminar tu
construccién, haz un reporte en donde describas la
construccion realizada.

Construye un paralelogramo a partir de tres puntos dados de tal
manera que a terminar tu paralelogramo, tU puedas
arrastrar los tres vértices iniciales de la construcciony €
paralelogramo siga siendo un paralelogramo. Después de
terminar tu construccion, haz un reporte en donde
describas la construccion realizada.

Fig.1. Hojadetrabajo 1: Primeras tareas de construccién
geométricacon el SGD

Comentarios: En las repetidas ocasiones en que se ha trabgjado con este tipo
de tareas se ha visto que es dificil que los estudiantes lleguen arealizarlas sin
ayuda del instructor. En realidad, |as tareas solicitadas en la hoja de trabajo 1
dan pie para que los estudiantes desplieguen estrategias de construccion
intuitivas, las cuales usualmente no van a satisfacer “la prueba del arrastrado”
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con e SGD. Esto es, las figuras inicialmente construidas por los estudiantes
normalmente van a perder la propiedad a la que se apuntaba, al ser arrastrada
cualquiera de las partes de la figura. Finamente, después de que se ha
intentado verificar la validez matemética de las diferentes propuestas de los
estudiantes, se observa que las construcciones matematicamente vélidas
(como la construccion de perpendiculares utilizando regla'y compés) son las
gue satisfacen los requerimientos explicitos en la hoja de trabajo. Como
usualmente se llega a este resultado trabajando de manera colectiva en €
salon de clase, esto se vera reflgjado en los reportes de la actividad que
entregan los estudiantes.

Delas sesiones segunda a la cuarta: Exploracion del menu de
transformaciones geométricas del SGD

En la segunda sesion se les proporciond a los estudiantes una guia (ver Fig.2,
3,4,5, 6y 7) parael estudio de las transformaciones geométricas a través de
la exploracion del mena de transformaciones con € que cuenta el SGD. La
guia const6 de cuatro partes, todas a resolver por los alumnos salvo la
primera, la cua aparece en la guia completamente resuelta. Esto es, la
primera parte del guidn proporciona alos estudiantes un gjemplo completo de
resolucion propuesto a los estudiantes. Como se podré observar, con esta guia
se pretende revisar todas las isometrias del plano y la composicién de éstas.
Dado que esta secuencia de hojas de trabajo esta propuesta para ser llevada a
cabo con estudiantes del primer afio del bachillerato, se puede decir que la
composicién de transformaciones geométricas proporciona a los estudiantes
una de sus primeras experiencias con € tema de composicion de funciones
desde un contexto geométrico-euclidiano.
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1
¢Qué son lasisometrias?

|. Traslacion determinada por €l vector OP

- Construye un segmento AB.

Construye € segmento A'B’ e trasladado de AB, usando el
comando ‘Traslacién’ de Cabri (abre e menu Ayuda con F1).
Cuales objetos geométricos son necesarios para la construccion?

Cuando seleccionas e comando Traslacion, e mend Ayuda te dice:
"Construye laimagen de un objeto trasladado de un vector dado. Se
indica el objeto y después el vector." Entonces los objetos que debes
tener en la pantalla para poder efectuar latraslacion son: un vector y
un objeto geométrico (Usted debe ya tener el segmento AB).
Después de haber creado un vector OP efectia la traslacion
requerida.

/ P AIR&HB'
0 ‘“'\““-B

¢Cudles objetos geométricos puedes mover/variar arrastrandolos con
el raton? ;Porqué?

Fig.2. Pagina 1 de la guia de transformaciones geométricas
usando € SGD.

Comentarios. Recuérdese que toda la primera parte de la guia para e estudio
de las transformaciones geométricas usando € SGD —Figuras 2, 3y 4—
aparece resuelta. Los estudiantes solo tienen que seguir € guion, recreando
los movimientos o actividades de construccion que se les solicitan, utilizando
paraello e SGD asu disposicion.
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2/
¢Qué cosa sucede cuando hacemos
variar estos objetos geométricos en la
pantalla?

Si movemos/variamos................ Entonces.......

- El vector OP No se mueve nada mds

- OvyloP El segmento A'B' se mueve
permaneciendo paralelo a AB,
con la misma longitud, pero
variando su distancia de AB. El
segmento AA' y BB'
permanecen paralelos a OP.

El segmento A'B' se mueve

- El segmento AB conservando su posicién
reciproca respecto de ABy su
longitud.

Se mueve A' y el segmento

- A A'B' permanece paralelo a AB,
con la misma longitud y la
misma distancia. Los segmentos
AA' e BB' permanecen
paralelos a OP.

Se mueve B' y el segmento

- B A'B' permanece paralelo a AB,

con la misma longitud y a la

misma distancia. Los segmentos

AA'y BB' permanecen

paralelos a OP.

Fig.3. Pagina 2 de la guia de transformaciones geométricas
usando el SGD.

Comentarios. Es pertinente hacer notar el papel relevante que tiene €l
comando de “Ayuda’ con que viene provisto el SGD que se uso en las
sesiones de trabajo del presente estudio exploratorio. De hecho este comando
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proporciona una primera introduccién a lenguaje basico formal para hablar
de los elementosy las caracteristicas de cada una de las isometrias planas.
3/

Construye laimagen de otros objetos geométricos (recta,
circulo, tridngulo) y explora su traslacién anctando tus

observaciones.

Circunferencia de centro C.
/ "
0
Puedes mover O, P, Cy e radio delacircunferenciade
centro C.
Si movemos O y/o P, la circunferencia de centro C' se mueve
manteniendo el mismo radio. CC' permanece paralelo a OP.
Si movemos C el segmento CC' permanece costante en
longitud y la circunferenciaimagen se mueve manteniendo
constante €l radio.
Si variamos €l radio de la circunferencia de partida, €l radio
dela circunferenciaimagen cambiay permanece siempre
igual a radio de la primera. El centro permanece fijo.

- Caracteriza el objeto geométrico imagen en una Traslacion:
En latraslacion del segmento AB segln €l vector OP, €
segmento imagen A'B":

Tiene lamismalongitud de AB

Esparaeloa AB

AA'y BB' son parallelos a vector OP.

En general laimagen A' de un punto A mediante latraslacion
del vector OP esta que:

AA'=0OP y

AA' /] OP.

Fig. 4. Pagina 3 de la guia de transformaciones geométricas
usando SGD.

Comentarios: Finalmente, con respecto a las g ecuciones de | os estudiantes en
esta primera parte de la guia, se puede decir que la Unica dificultad que
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encuentran al resolverla o recrearla, es precisamente la de entender que se
trata de recrear un gjercicio resuelto utilizando el comando de “Ayuda’ del
SGD.

4/
- Daunadefinicion general de traslacion.
Respuesta: L os elementos que definen una traslacion son: un
vector OP.
Laimagen de un punto A mediante unatraslacion es A’ tal
que AA’ =OP:
La traslacion conserva la distancia entre 1os puntos, es decir
[AB] = [A'B, en donde A' y B' son las imagenes de A y B,
respectivamente.

Il. Simetria axial degjea

- Construye un segmento CD.

- Construye el segmento C'D’ simétrico de CD, con respecto
al ge a, usando & comando ‘ Simetriaaxia’ de Cabri (abre el
menu Ayuda con F1).

- Cudes objetos geométricos son necesarios para la
construccion?

- ¢Cudles objetos geométricos se pueden mover/hacer
variar?¢;Porqué?

- ¢Qué cosa sucede cuando hacemos variar los siguientes
objetos geométricos? Haz unatabla de dos columnas (como la
gue aparece en la hoja 2) en donde enlistes los diferentes
objetos que puedes hacer variar, y € efecto que esto produce
en lasimagénes bajo la simetria:

- S movemos... / - Entonces se mueve...
/

- De la misma manera, traza otros objetos (recta, circulo,
tridngulo), construye la imagen simétrica de ellos, y
explorala simetria anotando tus observaciones.

- Caracteriza €l objeto geométrico imagen en una simetria
axial.

- Daunadefinicion de simetria axial.

Fig. 5. Pagina 4 de la guia de transformaciones geométricas
usando SGD.
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Comentarios:. Las partes Il y Ill de la guia (ver Figuras 5 y 6) estén
constituidas por una serie de preguntas y de indicaciones que €l estudiante
tiene que recrear de manera analoga a lo realizado en la primera parte de la
guia, con la salvedad de que en estas partes no aparecen las respuestas como
sucedi6 en la primera parte de este guion.

5/
I11. Simetria central de centro O
- Construye un segmento CD.
- Construye el segmento C'D’ simétrico de CD, con respecto
al centro O, usando e comando ‘ Simetria central’ de Cabri
(abre el menu Ayuda con F1).
- Cuades objetos geométricos son hecesarios para la
construccién?
- ¢Cudles objetos geométricos se pueden mover/hacer
variar?¢Porqué?
- ¢Qué sucede cuando hacemos variar distintos objetos
geomeétricos?
Si movemos... / Entonces se mueve

- Construye la imagen de otros objetos (recta, circulo,
tridngulo) y explora la simetria anotando tus
observaciones.

- Caracteriza €l objeto geométrico imagen en una simetria
central.

- Daunadefinicion de simetria central.

IV ¢Como se componen (aplican dos veces

sucesivamente) las isometrias?

- Compo6n dos traslaciones. ¢El objeto final puede ser obtenido

del objeto inicial con una solatransformacion? Si asi es,

¢con cual?

-Compon dos simetrias centrales. ¢El objeto final puede ser

obtenido a partir del objeto inicial con unasola

transformacion? Si asi es, ¢con cud?

Fig.6. Pagina5 de la guia de transformaci ones geométricas
usando el SGD

Comentarios: En general, se puede decir que |as respuestas de los estudiantes
alas partes Il y Il del guién sobre transformaciones geométricas muestran
gue su percepcion de larelacion entre un objeto geométrico y su imagen bajo
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unaisometria, es sobre todo de tipo cualitativo. Por jemplo, dan la siguiente
definicion general para simetria central: “Es cuando se crea una figura
idéntica a otra en base a un punto”. O parala definicién de traslacion: “Es el
reflegjo de todos los puntos de una figura, paralelos segin direcciéon y
distancia de un vector determinado”. O, finamente, para la definicion de
simetria axial: “ Es €l reflejo o imagen simétrica de un objeto respecto a una
recta o figura con un extremo plano”.

6/

-Compon dos simetrias axiales. ¢El objeto final puede ser
obtenido a partir del objeto inicial con una sola transformacion
¢con cudl?
-Considera las diversas posiciones reciprocas de los gjes:
e  Ejesperpendiculares
e gespaaleos
gjesincidentales.
- De estas observaciones se pueden obtener algunas
conclusiones generales acerca de la composicion de las
diversas isometrias?

- Componiendo dos traslaciones se
ODLENE. .. evie e

- Componiendo dos simetrias axiadles con ges
paralelos s obtiene.....................

- Componiendo dos simetrias axiales con €jes
perpendiculares si obtiene ............

- Componiendo dos simetrias axiales con €jes
incidentales se obtiene..................

- ¢Cudles isometrias son operaciones internas (agquellas que
sean tales que su composicion de una isometria del mismo
tipo)?

Fig.7. Pagina 6 de la guia de transformaci ones geométricas
usando e SGD.
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Comentarios: En la cuartay Ultima parte de esta guia (ver parte inferior de la
Fig6 y toda la figura 7) aparece € estudio de la composicion de
transformaciones, 1o cual para los estudiantes del primer semestre del
bachillerato constituye de hecho una de las primeras aproximaciones a la
composicién de funciones desde un contexto geométrico-euclidiano. Es muy
probable que los antecedentes intuitivos que aqui logran los estudiantes con
respecto a la composicion de funciones les sean posteriormente muy Utiles a
estudiar la composicion de funciones en calculo diferencial. Un gjemplo de
respuesta de los estudiantes a la peticion de caracterizar una composicién de
traslaciones es la siguiente: “Con un vector resultante que es la suma de los
dos primeros vectores, con |0s que se construyeron los segmentosB y C.

Sesiones quinta y sexta: Uso de las maquinas articuladas para el estudio de
las transformaciones geométricas

En las sesiones quinta y sexta del estudio exploratorio que aqui estamos
narrando se introdujeron nuevos artefactos —las maquinas articuladas o
pantégrafos—con e objetivo de complementar e estudio de las
transformaciones geométricas bésicas. En efecto, a partir de la guia que se
proporciono a los estudiantes (ver Fig. 8), se puede observar que las acciones
gue se solicita a los estudiantes que realicen son las inversas, desde un punto
de vista cognitivo, alas realizadas con € SGD (para més detalles a respecto,
ver Hoyos, 2002). Esto es, en € estudio de las transformaciones con e SGD,
a utilizar el estudiante el comando de “Ayuda’ del software, tiene la
posibilidad de conocer (al menos nominamente) las propiedades geométricas
de la transformacién que é ha elegido del menu de transformaciones del
SGD. Con las maguinas articuladas el estudiante actlla de manera inversa en
e sentido de que tiene en sus manos un mecanismo dotado de una serie de
propiedades geométricas, las cuales é tiene que descubrir y enunciar para
posteriormente determinar cua es la transformacion geométrica que se
concreta en el artefacto.




148 Veronica Hoyos

MAQUINASMATEMATICAS PARA TRANSFORMACIONES

PARTEI.

- TG tienes una maguina matemética. Dibuja la imégen de algunos
objetos (rectas, circulos, triangulos) utilizando ésta maguina.

- Exploralatransformacién y describela:

- Elabora dibujos que te ayuden en tu descripcion y explica qué es lo
gue sucede con los objetos imagen cuando mueves la maquina en
torno de los objetos originales;

- Haz dos dibujos o esquemas de la méaguina en dos posiciones
distintas. Coloca en los esquemas que realices letras distintas segin
corresponda.

- ¢Qué transformacion es?

- Haz un esguema o dibujo en donde indiques cuaes son los
elementos basicos de la transformacion (p.e. cual es € centro de
simetria o punto fijo de lahomotecia o g e de simetria, o vector, etc.)

PARTEII.

- Cuando manipulas € mecanismo de la méaguina obtienes unas
figuras. Haz una descripcién de este mecanismo (por gjemplo, ¢cudles
son las barras principales parala obtencion del dibujoy cudlesno lo
son?

- Di que cosa sucederiasi se pudieramodificar lalongitud de algunas
delasbarras, y cua seria de acuerdo con estos cambios la
modificacién del objeto imagen.

PARTE II.

- Ahora se trata de que reproduzcas usando Cabri-11, la méquina
matemética de dibujar de tal manera que puedas utilizar tu modelo de
la misma manera que funcionalaméguinareal.

- Describe los pasos relevantes que has realizado parallegar a obtener
tu construccion.

Fig.8. Guia de trabajo sobre las transformaciones geométricas
usando las méaquinas articuladas.

Comentarios: Tal vez lo mas interesante a destacar, por parte de las
gjecuciones de los estudiantes al manipular 1os mecanismos articulados, gira
en torno de las diferentes estrategias de trabajo que los estudiantes mostraron
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en este contexto. De hecho, se pudo observar que los estudiantes encontraron
en la mediciébn una herramienta Util para la comprobacién de sus
afirmaciones. Lo cua en efecto viene a complementar la percepcion
cualitativa de las propiedades geométricas que antes habian alcanzado
mediante la utilizacion del SGD.

Ultima sesion: Resolucion de problemas sobre construccionesy
demostraciones en geometria

Con respecto alos problemas que se plantearon alos estudiantes (ver Fig. 9y
10), es conveniente mencionar que tal vez sea necesario agregar
especificaciones que se dieron por sentadas en el contexto de la exploracion o
gue se aclararon en el momento de abordar |os problemas. Por gemplo, en €
problema 1 se quiere que a hacer variar la posicion de M en e segmento
dado, se siga conservando la equilateralidad de los tridngulos. Es interesante
hacer notar que este problema es uno de los que permitieron establecer
grandes diferencias entre la realizacion de tareas de construccion y las de
explicacion o demostracién. En particular, porque en general |os estudiantes
acertaron a obtener que la trayectoria que describe | es la de un segmento
paradelo a segmento inicial dado (sobre e que esta M), y, sin embargo,
ninguno de €ellos abordd la explicacion de este hecho. Noétese que la
explicacion o demostracion requiere enfocar y explicitar las propiedades
basicas de la homotecia, asi como complementar |0s trazos de la construccién
realizada.
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v
Transformaciones para construir y demostrar

1. Construir un segmento [AB] y un punto M sobre el segmento
[AB]. Construir un tridngulo equildtero AMP'y un tridngulo
equilatero MBR.

R

A M B

| es el punto medio de PR.
¢Por donde se desplaza €l punto | cuando M se desplaza sobre
[AB]? Encontrar esta trayectoriay explique porqué esa seria una
solucion.
2. ABC esun tridngulo cualquiera. Construya un cuadrado EFGH
de tal maneraque Ey F estén sobre el lado [BC], G sobre el lado
[AC] y H sobre el [AB].

A

H G

/

B E F

c

Fig.9. Hoja 1 de lalista de problemas propuestos a los alumnos
al término de las sesiones.
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3- Sedispone de un circulo, de unarectacualquieray de un
segmento [AB].

Construya un paralelogramo ABCD de tal manera que C esté
sobre el circuloy D sobrelarecta

A

I

4- Se dispone de un circulo, de unarecta cualquieray de un punto
O.

a) Construir un segmento [AB] tal que O sea el punto medio de
[AB], que A esté sobre el circulo y que B esté sobre larecta.

b) Estudie el nimero de soluciones.

5.-Se da un triangulo ABC en un sistema de coordenadas
ortogonal, con:
A(0,0) ; B(4,0) et C(0,2).

H es el pie delaaturaque parte del punto A. | y J son los puntos
medios respectivos de los segmentos [AB] y [AC].
-Demostrar que el angulo IHJ es recto.
-Generalizar tomando un tridngulo rectangulocon A, By C
cualesguiera puntos.
- Se puede demostrar con geometria analitica o también sin
utilizar coordenadas.

C
H

A

Fig.10. Hoja 2 de | os problemas propuestos alos alumnos a
término de las sesiones.
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Comentarios. Por eventualidades relacionadas con la no institucionalidad del
presente estudio exploratorio (no era ya posible que los estudiantes siguieran
participando en la exploracion pues sus examenes semestrales estaban en
puerta y no se garantizaba que €l profesor de la materia fuera a tomar en
cuenta su participacion en e estudio exploratorio), resulté que sélo en la
Ultima sesion de trabajo con los estudiantes se pudo plantear una lista de
problemas de construccion y demostracion en relacion con e tema de las
transformaciones geométricas basicas (ver Figs. 9 y 10). Ta vez la
observacion general més importante que se obtuvo en este contexto fue que
los estudiantes estuvieron en posibilidad de abordar y resolver algunos de los
problemas de construccion, pero que este no fue el caso en relacion a los
problemas de demostracion. Esto es, ninguna de las peticiones de
demostracién fueron reconocidas o abordadas por parte de los estudiantes, en
contraste con los requerimientos de construccion, algunos de los cuales
fueron resueltos por €llos de manera satisfactoria.

7.4 Importancia del trabajo de exploracion realizado en
relacion con € curriculum escolar del bachillerato

En este estudio exploratorio se pretendi6 avanzar en una linea de
investigacion en didéctica de las matematicas que fusiona la utilizacion de
nuevas tecnologias (como las computadoras) y la introduccion de contextos
historicos (como las méguinas articuladas). En particular interesd indagar
acerca del potencial del estudio del tema de | as transf ormaciones geométricas
basicas para el establecimiento de conexiones por parte de los estudiantes del
primer semestre del bachillerato entre los dominios mateméticos de la
geometria y la aritmética, y entre la geometria y e d&gebra Ta
establecimiento de conexiones es uno de los objetivos del  curriculum escolar
actual en los dos primeros afios que son comunes para todos los estudiantes
del bachillerato. Como resultado del trabajo realizado por los estudiantes en
las situaciones didécticas de nuestro interés (las cuales presentamos a través
de las hojas de trabgjo que aparecen en la seccion 3 de este capitulo) y a
juzgar por las respuestas que dieron alas guias de la actividad, se puede decir
gue se observaron los siguientes logros educativos generales:
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- Un primer conocimiento de algunas de | as propiedades de |os vectores.

- Una enunciacién matematica de las propiedades y elementos de las
transformaciones geométricas basicas como resultado de una enunciacién
textual de propiedades generales percibidas en los trazos.

- Una introduccién a estudio de la composicion de funciones desde un
contexto geométrico-euclidiano.

- El establecimiento de relaciones aritméticas entre las medidas de los
dibujos. Por gjemplo, por medio de la aplicacion de la relacion aritmética de
proporcionalidad que antes se habia aprendido en un contexto aritmético.

- Y, finalmente, la posbilidad de resolver problemas de construccion
geométricos asociados a tema de estudio.

RECONOCIMIENTOS. En la elaboraciéon de las hojas de trabgjo y en su
instrumentacion en e aula se contdé con la valiosa colaboracion del Dr.
Bernard Capponi del Equipo EIAH de laUniversidad Joseph Fourier (Francia)
y delaDra. Federica Oliveiro de la Universidad de Bristol (UK).
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Resumen

En la primera seccion discutimos acerca del papel del juego en laexploracién
y construccion de conceptos mateméticos y su relacion con € manegjo de
distintos tipos de lengugjes (natural, técnico y formal). En la segunda sec-
cion, como fundamento que permite conectar el desarrollo de juegos con
cambios en el empleo de lengugjes, describimas las nociones de registros de
representacion y ciclos de aprendizaje. Al final de cada una de estas dos sec-
ciones presentamos, respectivamente, un gjemplo ilustrativo de un juego
geométrico y de una secuencia de actividades de aprendizaje para un curso
introductorio de matematicas a nivel del bachillerato. La interpretacion y
desarrollo de tales actividades toma en cuenta los cuatro elementos en cues-
tién: juegos, lenguajes, registros de representacion y ciclo de aprendizaje.

8.1 Juegosy matematicas

Jugar y juego provienen del latin iocari y iocus; palabras tales como joya,
juguete y juglar se derivan de la misma raiz ioc. Jugar implica diversiéon y
competencia, para cumplir con propdsitos 0 metas. Ademés de entretener, los
juegos pueden servir para desarrollar habilidades de importancia en la cons-
truccion y aplicacién de conocimientos, propiciar € espiritu de iniciativay la
creatividad, conseguir precision y rapidez en el manejo de informacion, faci-
litar el establecimiento de relaciones e inferencias, asi como desarrollar estra-
tegias para ganar. Sin embargo, a jugar no necesariamente se cumplen pro-
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pésitos de ensefianza, como en € caso de la utilizacion de los llamados mate-
riales didécticos. Ningun tipo de juego tiene necesariamente que premiarnos
por haber demostrado dominio de temas conectados con la educacion formal,
en cual quiera de sus manifestaciones.

Interpretaremos como juego a toda escenificacion de una situacion en la
cua se trabgja un modelo de un contexto de la realidad en donde ocurren
eventos que deben satisfacer ciertas reglas, las que definen a juego. Con
propésitos didécticos, consideraremos que dicho contexto comprende situa-
ciones praoblematizadoras, preguntas generadoras y actividades de aprendiza-
je (Barojasy Pérez, 2001).

Es comln pensar que un buen principio para empezar a aprender algo es
jugar y a hacerlo, descubrir patrones de comportamiento y regularidades,
manegjar ciertos lenguajes y formas de pensamiento, asi como desarrollar
tacticas, estrategias, alianzas... El juego puede ser un medio socializador y de
exploracion conceptual, en donde los participantes experimentan con entu-
siasmo la motivacion y el compromiso para indagar y ganar en una compe-
tencia sana que promueve la superacion y la colaboracion. También se suelen
mejorar destrezas particulares relacionadas con el cuerpo fisico como en los
deportes, con la capacidad de razonar como en el gjedrez o con el desarrollo
de un proyecto de vida en € Ilamado “juego de los abalorios’, titulo de la
novela de Hermann Hesse (1943).

En términos simplificadores, existen juegos que podriamos denominar de
patio y otros de salon o hasta existenciales. Los primeros requieren de habili-
dades como patear la pelotay meter gol, mientras que los otros implican au-
daciay elegancia en la manera de ser y pensar, llegando hasta la modulacién
completa de una forma de vida en una comunidad entera, tal como era el caso
delaCastaliaen donde viviael Magister Ludi.

Sin embargo, hay demasiados ejemplos de que aprender es para la mayoria
de los alumnos una ominosa tarea disociada del placer de jugar. Por su parte,
€l maestro pocas veces emprende su tarea docente con una actitud lGdicani la
propiciaen sus aumnos al organizarles actividades de aprendizgje, asignarles
tareas o enfrentarlos ante exdmenes y otras formas de evaluaciéon. De esta
manera se desprecian muchas oportunidades para que alumnos y maestros
promuevan su creatividad e imaginacién proponiendo ideas para desarrollar
nuevos juegos y participen en las etapas de su conceptualizacion, elaboracion
y aplicacion.
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Por otra parte, en las tareas de descubrimiento e invencion tan necesarias en
los procesos de investigacion y creacién, la actitud [adica es fundamental. De
diferentes maneras, quienes trabagjan ideas y materiales en ciencias, artes,
humanidades y tecnologia, juegan y disfrutan cuando manejan sus materiales
para generar productos. En el caso de las mateméticas, algunos temas de in-
vestigacion de importancia han resultado de perseguir respuestas a preguntas
relacionadas con juegos, porgue éstos abren un espacio creativo para la ex-
ploracion, €l descubrimiento y lainvencion.

Al introducirse la computadora como elemento de soporte esencia en acti-
vidades de entretenimiento y de ensefianza, se han desarrollado juegos basa-
dos en problemas mateméticos, como por g emplo el problema de pablacio-
nes de predadores y presas cuyo comportamiento se describe mediante siste-
mas de ecuaciones integro-diferenciales acopladas que se resuelven numéri-
camente. La cantidad de situaciones lUdicas a las que se puede recurrir con la
computadora es préacticamente inagotable, para no referirnos a simulaciones
cada vez mas maravillosas de mundos percibidos o inventados. Estas simula-
ciones son proyecciones en una pantalla bidimensional y corresponden a
situaciones tridimensionales que ocurren en e mundo fisico 6 se deben a un
sorprendente manejo de realidades virtual es en donde todo parece ser posible.

Ciertamente, las matemaéticas son mucho méas que un juego, €l lenguaje de

la naturalezay el sustrato en el cual se expresa la estructura del pensamiento
formal. Los frutos del pensamiento postulacional, en forma de descubrimien-
tos, invenciones y soluciones de problemas son una materia prima muy fe-
cunda para inventar juegos en donde se mangjan situaciones gque involucran
objetos, conceptosy procedi mientos matematicos.
Aqui nos interesan las aplicaciones de |os juegos en su relacion con e mane-
jo de lenguajes y €l disefio de actividades de aprendizaje en mateméticas.
Ademés, nos referiremos a juegos que tienen como soporte material es, dispo-
sitivos o instrumentos hechos en papel, carton, plastico, madera, metal..., no
los que pueden simularse en el mundo de las computadoras y los multime-
dios.

Parailustrar lo anterior, presentamos un ejemplo de juego en matematicas,
tomado del Proyecto Retos para Jugar (Barojas et a, 1999). Se trata del juego
denominado CIRTRAFI porque se refiere a ClRculos - TRAzos — Flguras.
En este juego se establecen correlaciones entre tarjetas que contienen una
serie de trazos circulares y las figuras que pueden obtenerse con los mismos
(Fig. 1a). CIRTRAFI se puede jugar a un primer nivel en la modalidad de
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loteria 0 de memorama. En el primer caso se reparten a los participantes tar-
jetones gque contienen casillas con trazos hechos con circunferencias de dos
diametros diferentes y se muestran las tarjetas de las figuras que resultan
cuando se iluminan ciertas regiones de los dibujos que se obtienen con tales
trazos (ver Fig. 3(b)). Los participantes en €l juego deberan identificar cuan-
do la tarjeta de la figura presentada por quien dirige € juego corresponde a
los trazos en aguna de las casillas de su tarjetdn; gana € participante que
primero completalas casillas de su tarjetén.

En la modalidad de memorama se colocan boca abgjo y en desorden tarje-

tas de pargjas trazos — figuray por turnos los jugadores escogen y voltean dos
tarjetas; s tales tarjetas forman un par que correlaciona correctamente trazos
y figuras, €l jugador selleva el par de tarjetas y vuelve a jugar, en caso con-
trario cede €l turno al siguiente jugador. Como es costumbre en este tipo de
juegos, gana €l jugador que acumula un mayor nimero de pargjas, una vez
gue se han agotado todas las tarjetas.
En casos de jugadores con mayor grado de conocimientos pueden plantearse
interesantes problemas cuando se procede a cuantificar y establecer conclu-
siones que implican cadenas de razonamientos, por ejemplo en relacion con
célculos de areas. Si se observan las figuras obtenidas con trazos circulares
gue se muestran en la Fig. 3(a), calcular las areas de las figuras sombreadas
es un problema que dista de ser trivial, aunque se conozcan los valores de los
dos radios con las cuales se obtienen los trazos circulares y las posiciones de
los centros correspondientes. Otra actividad interesante es la reproduccion de
las figuras que se usan en €l juego, usando reglay compés, asi como la ob-
tencion de figuras mas complicadas. También puede recurrirse a programas
de computo que permiten el trazo de figuras geomeétricas de estructuras com-
plejas y generar patrones bidimensionales que repiten en las direcciones ver-
tical y horizontal la figura principal generada con trazos circulares (Fig. 4).
El limite en este tipo de actividades es laimaginacién y el tiempo de los par-
ticipantes.

En todas las modalidades y niveles de juego de CIRTRAFI se promueve
un uso de lenguaje natural enriquecido por términos matematicos tales como
circulo, circunferencia, radio, centro, interseccion, érea, segmento, sector,
simetria, rotacion... A pesar de que todos los eventos que ocurren durante €l
juego se comentan, discuten y deciden utilizando el lengugje natural propio
de los jugadores, éstos empiezan a manejar €l pensamiento matemético por-
gue los objetos del juego mismo son de naturaleza matemética. Para nada se
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requiere memorizar definiciones, férmulas o propiedades. Aparte del interés
intrinseco de la interaccion social que provoca CIRTRAFI en nifios, adoles-
centesy adultos, este juego ayuda a desarrollar habilidades caracteristicas del
pensamiento matemético tales como establecer correlaciones, hacer abstrac-
ciones e inferencias, comparar y decidir, visualizar formas geométricas y
describir sus caracteristicas en términos mateméaticos.

En circunstancias como las anteriores, € juego es un vehiculo amable y
accesible que facilita el paso del lengugje natura a un lenguaje mas técnico
gue incluye abstracciones propias de una disciplina cientifica, en este caso de
la geometria, parallegar inclusive a manejo de situaciones que requieren del
manejo de un lenguaje formal como seria € caso del célculo de areas de las
figuras sombreadas obtenidas a partir de trazos circulares. Este hecho reviste
gran importancia por sus implicaciones en e proceso de aprender y aplicar
matematicas. La siguiente seccién considera tales aspectos.

8.2 Loslenguajesen e aprendizaje de las matematicas

Diferentes actividades de aprendizaje suelen clasificarse y estructurarse de
acuerdo con la forma como |os conceptos se presentan, representan y utilizan
por quien aprende. Por ello Skemp (1980) opina que en relacién con las ma-
teméticas. “La meta principa de una presentacion légica es convencer a
guienes dudan, mientras que una presentacion psicolégica busca la compren-
sion.” ... “La presentacién l6gica muestra la idea matematica, no la forma
matemética de pensar.” Es decir, la presentacion |égica consiste en mostrar
los productos de los descubrimientos mateméticos, mientras que la presenta-
cion psicologica trata de inducir en el aprendiz |os procesos involucrados en
la comprension de tales descubrimientos. Por 1o mismo, Skemp considera
gue € aprendizaje de las mateméticas consiste en la formacién de estructuras
conceptuales, las cuales, en general, se comunican y manegjan por medio de
simbolos.

Es importante que los aprendices entiendan como se presentan |os concep-
tos matematicos y cdmo esos conceptos se registran y utilizan en términos de
diferentes tipos de lenguajes. Todo lengugje, sea éste natural, técnico o for-
mal, es un conjunto de simbolos que siguen ciertas reglas y que tienen como
propésito el comunicar mensajes.
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Entenderemos por registro a todo dispositivo usado para guardar algo. De
acuerdo con Duval (1993), el lenguaje natural es el registro mas apropiado
parainiciar y concluir el proceso de aprender mateméticas. Por ello la ense-
fianza de esta importante disciplina debe proponer y coordinar actividades de
aprendizaje en donde € lenguaje natural expresa diversos registros y es €
puente y soporte para construir otros lenguajes, como €l técnico y el formal,
con sus propios simbolos y reglas de operacion.

Es bien conocido que un mismo objeto puede tener diferentes representa-
ciones (palabras, simbolos, formulas, modelos, dibujos, esquemas, curvas,
graficas, tablas, codigos...). Cada una de las representaciones proporciona
unaidea parcial del objeto representado. Las representaciones de los objetos
matematicos adquieren significado y son registradas por e aprendiz de
acuerdo con las circunstancias de su Uso.

Mediante el empleo de diferentes registros de representacion, |os aprendi-
ces adquieren maestria en interpretar las situaciones matematicas, utilizando
primero su propio lenguaje natural, luego insertando los términos abstractos
gue componen el lenguaje técnico de la disciplina en cuestion, para pasar a
uso del lenguaje formal cuando se manejan situaciones complicadas y luego
regresar a su lenguaje natural enriquecido por |as tres etapas anteriores. Con-
sideraremos que estas cuatro etapas constituyen un ciclo de aprendizaje (Ba-
rojasy Dehesa, 2001).

En funcién de lo anterior, diremos que €l aprendizaje significativo ocurre
cuando el aprendiz pasa por ciclos de aprendizaje y logra establecer corres-
pondencias entre distintas representaciones del objeto o situacién matemética
en cuestion. Esto implica que e aprendiz ha adquirido soltura'y seguridad en
el empleo de los tres lengugjes (natural, técnico y formal) y maneja diferentes
registros de representacion. La capacidad de traducir de un lenguaje a otro
puede iniciarse mediante actividades lUdicas. Dicha capacidad alcanzara un
mayor desarrollo cuando el aprendiz-jugador va més alé del juego y cons-
truya conceptos, encuentre y describa propiedades, haga demostraciones y
resuelva problemas.

En resumen, un ciclo de aprendizaje en matematicas consta de las siguien-
tes cuatro etapas, mismas que son usadas de manera gradual e integrada por
los estudiantes cuando participan en su propia representacion y apropiacion
del conocimiento:
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Q) Descripcion de la situacidn, evento 6 fendmeno en lenguaje natural:
uso e interpretacion de términos y frases seguin la experienciay signi-
ficados que les atribuyen |os aprendices en su vida cotidiana.

2 Explicacién de series de situaciones desde los puntos de vista de los
aprendices, pero incluyendo abstracciones que expresan lo que es
comun en tales situaciones y forman parte del lenguaje técnico ca
racteristico de una disciplina.

(©)] Uso de registros de representacion que integran la estructura de un
cierto modelo tedrico en donde se describen y explican en lenguaje
formal los conceptos y las relaciones conceptuales propias de ese
modelo.

4 Manejo de cambios de representaciones para describir, predecir y
calcular; esto requiere cierto control o maestria de las representacio-
nes involucradas, las cuales luego se interpretan en un lengugje natu-
ral enriquecido.

Para fundamentar el planteamiento anterior, retomemos la consideracion
Duval (1993) respecto a hecho de que en el aprendizaje de las mateméticas
intervienen dos procesos basicos, el de abstraccion (A) y € de reconocimien-
to (R). Asociados a estos procesos del pensamiento y funcionando como
elementos que conectan las etapas del ciclo de aprendizaje antes descrito,
definimos los niveles Acy, Are, Ren Y Riv (ver Fig. 1, adaptada de Barojas y
Dehesa, 2001). La notacion correspondiente a los subindices es la siguiente:
(CL) cudlitativo, (RE) representacional, (CN) cuantitativo e (IN) interpretati-
vo. A continuacion describimos brevemente tales procesos y niveles:
Abstraccién: proviene de la deteccidn de semejanzas y diferencias en clases
de objetos relacionados con nuestras propias experiencias; puede usarse co-
mo unareferencia general 6 servir para atribuir significado aalgo. Este pro-
ceso permite interpretar relaciones conceptuales con el proposito de utilizar
representaciones mateméticas para comprender mejor diferentes fendmenos,
sus niveles son:

Cualitativo (AcL): se refiere ala abstraccion de conceptos en términos cuali-
tativos propios del lenguaje natural que describen situaciones extra-
mateméticas, mismas que podrian referirse a diferentes puntos de vista del
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mundo o alin a completos paradigmas cientificos, dependiendo de la madurez
del aprendiz.

Representacional (Agg): concierne abstracciones de conceptos expresados en
forma matemética; corresponde a representaciones en lenguaje matematico
del contenido del nivel Ac, descrito previamente en términos cualitativos.
Reconocimiento: es resultado de memorizaciones y reacomodaciones de
estructuras conceptuales que sirven para identificar objetos, relaciones 6 ex-
periencias; implica el darse cuenta 0 aceptar propiedades generales relativas a
hechos 0 a conexiones entre ellos. Durante este proceso se construyen mode-
los mateméticos de diferente grado de complegjidad y se aclaran las limitacio-
nesy posibilidades de las situaciones descritas en términos mateméticos. En
este caso |os niveles asociados son:

Cuantitativo (Rcy): se identifican objetos de naturaleza matematica que se
describen usando lenguajes formales y se realizan cambios entre representa-
ciones. Este nivel implica la manipulacion del contenido del nivel Agre apo-
yados en la estructura y las reglas de operacion de las representaciones ma-
tematicas, mismas que se usan para describir, predecir 6 calcular.
Interpretativo (Riy): corresponde a reconocimiento de objetos matematicos
en nuevas situaciones extra-matematicas en donde se examinan circunstan-
cias de aprendizaje mas complgjas que lasiniciaes. Este nivel cierrael ciclo
de aprendizagje a interpretar en un lenguaje cotidiano enriquecido lo que se
halogrado en €l nivel previo Rey.

Apoyados en estos dos procesos y sus correspondientes cuatro niveles,
planteamos una estrategia de ensefianza que implica que el maestro desem-
pefia dos roles fundamentales, el de modelado y €l de instrumentacién, mis-
mos que describimos a continuacion (ver Fig. 2, también adaptada de Barojas
y Dehesa, 2001).

El rol del maestro en e modelado sirve para motivar, desarrollar e ilustrar
aplicaciones de conceptos y modelos; se conecta con €l proceso de abstrac-
cion. Este rol entra en funcionamiento cuando el maestro describe una situa-
cion asociada al funcionamiento de cierto sistema o fenémeno y usa como
primera versién una explicacion en la que emplea el lengugje natural, para
proceder luego a traducirlo e interpretarlo en términos primero del lenguaje
técnico y luego del formal (corresponde a los niveles de abstraccion A, y
Agg; describe el camino que parte de laetapa 1, pasapor la2y llegaala3;
ver Fig. 2).
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El rol de instrumentacidn entra en operacién cuando el maestro aplicay eva
[Gala comprensién de los conceptos; se refiere a proceso de reconocimiento.
Este rol concierne tareas relacionadas con la identificacion, traduccion e in-
terpretacion de las representaciones mateméticas, las cuales a principio se
expresan en € lenguagje formal propio de la disciplina y posteriormente se
describen en el de un lenguaje natural enriguecido con la adquisicién y apli-
cacioén de los conocimientos nuevos que han sido generados mediante € tran-
sito por las cuatro etapas del ciclo de aprendizaje (corresponde a los niveles
de reconocimiento Rey Y Rin; parte de la etapa 3, pasa por la 4 y llega nue-
vamente alal; ver Fig. 2).

De acuerdo con la estrategia antes descrita, los niveles antes indicados
(AcL, Are; Ren Y Rin), cumplen las siguientes funciones de naturaleza didac-
tica

e explorar: (Ac—»ARge) para promover una busgueda que pueda conducir a
descubrimiento y lainvencion;

o entrenar: (Are — Rcn) paradesarrollar habilidades de aprendizaje;

e comprender (Rcy — Rin) para mejorar y aplicar e conocimiento ya ad-
quirido; y

e apropiarse (Rin—» AcL) paraincorporar y utilizar en términos personales
algo recientemente adquirido y aplicarlo satisfactoriamente en situacio-
nes diferentes 0 més complejas.

De esta manera, |la estrategia didactica que se apoya en €l desarrollo de ciclos
de aprendizaje permite definir dos tipos de objetivos: el Objetivo 1, que se
refiere al proceso de abstraccion y va de la exploracion al entrenamiento y €l
Objetivo 2, que esta conectado con €l proceso de reconocimiento y requiere
la aplicacion de conceptos matematicos para pasar de la comprension a la
apropiacién de conocimientos.

Conviene mencionar que la nocién de ciclo de aprendizaje se ha aplicado
al desarrollo de heuristicos Utiles en la solucién de problemas en fisica (Baro-
jas 'y Pérez, 2001) y mateméticas (Barojas y Dehesa, 2004), en sistemas de
aprendizaje humano tales como la formacion de profesores (Barojas, 2003) y
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en la construccién del conocimiento organizacional (Barojas y Jiménez,
2003).

Como gjemplo ilustrativo de una aplicacion de lainclusion de juegos, del uso
de registros de representacién y del manejo de lenguajes en €l ciclo de apren-
dizaje antes descritos, proponemos una clasificacion de las actividades de
aprendizaje contempladas en € curso de Matematicas | del primer semestre
en € Sistema de Bachillerato del Distrito Federal (D.F.). La informacién
correspondiente ha sido tomada directamente de los Programas de Estudio de
Mateméticas |, publicados por €l Instituto de Educacién Media Superior del
D.F. En este caso consideramos que los dos primeros niveles del ciclo de
aprendizaje, los de abstraccion cualitativa y representacional (AcL Y Age),
intervienen primordialmente en las aplicaciones de juegos, que en dicho pro-
grama solo ocasionalmente se llega a nivel del reconocimiento cuantitativo
(Ren) Y que es poco prabable que se aborde €l nivel de reconocimiento inter-
pretativo (Riy) que cierra e ciclo de aprendizagje mediante aplicaciones a
situaciones extramateméticas de mayor complejidad respecto de las que ini-
cian el ciclo.

En la Tabla 1 presentamos en la primera columna los temas principales de
la lista de contenidos del programa de Matematicas |. Las dos siguientes co-
lumnas contienen actividades asociadas a tales contenidos, mismas que he-
mos distribuido en los niveles correspondientes a Aci, Are Y Ren. El propési-
to de estas actividades de aprendizaje es gercitarse en la exploracion de con-
ceptos mediante la manipulacion de objetos mateméticos concretos (segunda
columna) para pasar posteriormente a actividades conectadas con representa-
ciones simbdlicas de los mismas, asi como las operaciones y los algoritmos
gue puedan construirse con ellos (tercera columna). Para apoyar €l desarrollo
de tales actividades podréan concebirse juegos con tarjetas, fichas y tableros,
como en el caso de CIRTRAFI. También podran utilizarse maguinas articu-
ladas que permitan generalizar construcciones con reglay compas.

La utilizacién de méaguinas articuladas en el contexto antes descrito tiene
una triple justificacion: (1) implica actividades de exploracién y descubri-
miento, como en el desarrollo de los juegos del tipo de CIRTRAFI; (2) pro-
picia el manejo de los lenguajes natural, técnico y formal, siguiendo los nive-
les del ciclo de aprendizaje considerado en este trabajo, y (3) permite desa-
rrollar actividades de aprendizaje asociadas alos niveles Aci, Are, RenY Rin,
seglin sea el grado de madurez alcanzado por los estudiantes en relacion con
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el mangjo de los registros de representaciones. Todos y cada uno de estos
aspectos influyen en el desarrollo del pensamiento matemético.

Laimportancia del disefio de actividades de aprendizaje referidas a transi-
ciones entre las etapas consgtitutivas del ciclo de aprendizaje estriba en que s
los alumnos participan activamente en ellas, de dicha participacion podran
derivarse la construccion y aplicacion de conocimientos. Esto significa que,
de acuerdo con Jonassen, Peck y Wilson (1999), los aumnos deben involu-
crarse en actividades que les presenten novedad e interés 'y de las cuales ob-
tengan aprendizajes, para que después manifiesten 1o que han aprendido a
gjecutar tales actividades. Nuestra propuesta consiste justamente en desarro-
llar juegos y construir maguinas para la ensefianza de las mateméticas que
sean utilizadas como instrumentos concretos para propiciar dichos aprendiza-
jes.

Agradecimientos. Hacemos reconocimiento al trabajo de Silvia Villarreal
Bello para preparar las figuras 3 y 4 de CIRTRAFI, a partir de documentos
generados por Martha Islas Mezay la conceptualizacién de dicho juego reali-
zada por Nahina Dehesa.
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(2) PUNTO DE VISTA DEL APRENDIZ
(Abstracciones de gjemplos en diferentes contextos)

o,
o

(1) LENGUAJE COTIDIANO
(Términos, interpretaciones y (4) LENGUAJE FORMAL
consecuencias (Estructuras modelo de tipo tedrico)

16}
GN

(4) CAMBIOSDE REPRESENTACIONES
(Descripciones, prediccionesy célculos)

Figura 1. Ciclo de aprendizaje utilizado en la construccion del conocimiento
matemético.
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Proceso de reconocimiento-instr umentacion

Figura 2. Diagrama de una estrategia didéactica para el desarrollo de conceptos
matematicos.
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Tabla 1.
Actividades de aprendizaje para el curso de Matematicas |
TEMAS ABSTRACCION (Ac_ y Ae) RECONOCIMIENTO(Rc) |

Lenguajes simbdlicos | Opinar, discutir y representar con | Verbalizar, escribir e inducir.
simbolos.

Numeros Naturales Repasar operaciones y trabajar con | Uso de paréntesis.
propiedades de conmutatividad, Calculo de 4reas de cuadrades
asociatividad y distributividad. y recténgulos.

Sistemas Antiguos de Comparar sistemas como el maya, | Realizar conversiones entre

Numeracién babilénico, romano y egipcio. tales sistemas.

Bases Leer y escribir en distintas bases. Manejar sistemas posicionales y

algoritmos.

Multiplos y Divisores

Ejercicios para la obtencion de

Obtencién del minimo comun

a partir de construcciones con regla y
compas para copiar triangulos y
poligonos.

miltiplos y divisores. mltiplo y def méximo comin
divisor.
Primos y Algoritmo de Factorizacion. Algoritmos de descomposicion.
Euclides
Numeros Enteros Operaciones y leyes de signos. Uso de paréntesis, recta
numérica y valor absoluto.
Ecuaciones (Primer Ecuaciones con enteros, Tablas de expresiones.
acercamiento) Uso de lenguaje algebraico.
Construcciones con Construccion de perpendiculares, Copiar ngulos.
Regla y compas paralelas, mediatrices, puntos medios | Operaciones con segmentos.
y bisectrices.
Congruencia Obtencién de criterios de congruencia | Justificacién formal de las

construcciones con regla y
compas {primer paso hacia la
demostracién)

Propiedades del tridngulo

Clasificacién de triangulos.
Construccion de mediatrices,
hisectrices, alturas y medianas.

Necesidad y logica de las
demostraciones geomeétricas.

acercamiento)

de partes iguales.

Area Calculo de dreas de triangulos. Construccion de tablas
(acercamiento a funciones).
Angulos Medidas con transportador. Demostracién de que la suma
Distincion de angulos congruentes. de los angulos interiores de un
tridngulo es 180°.
Semejanza (primer Dividir un segmento en cierto nimero | Demostracién intuitiva.

Introduccién a los
nlimeros naturales

Definicién y notacion.
Construccion con regla y compés,

Fracciones equivalentes.
Operaciones con fracciones.

Ecuaciones (segundo
acercamiento)

Solucién de ecuaciones de primer
grado y obtencién de tablas.

Plantear y resolver ecuaciones a

partir de problemas.
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D || &
G || A%
o || e
N P

(b)
Fig. 3. (a) Trazos circulares.
(b) Figuras correspondientes con CIRTRAFI

Fig. 4. Ejemplo del disefio de un patron formado por
la reproduccion de una figura compleja obte-
nida mediante trazos circulares
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1.1 Resumen

El desarrollo de las mateméticas no se podria entender plenamente si se estu-
dian Unicamente sus elementos tedricosy seignora el uso de los instrumentos
y méquinas, que la han apuntalado en la validacion y generacién de sus mul-
tiples resultados. Los instrumentos matematicos se han usado en diferentes
ambitos de las ciencias mateméticas e incluso han sido aprovechados para
trasmitir en forma mas gréfica algunos mensgjes religiosos.

En las paginas que siguen se hara el andlisis de algunos gemplos en la
larga travesia por la que han pasado los instrumentos matematicos en la his-
toria. Como el objetivo es mostrar |la diversidad de sus usos, entonces |os
ejemplos seleccionados apuntan en direcciones diferentes, y es larazon por la
gue es posible encontrar algunos saltos teméticos entre las secciones del capi-
tulo.

Se mostrara el contraste entre usarlos como elementos centrales en las
pinturas religiosas para trasmitir mensajes biblicos y, por otro lado, el recha
z0 hacia €llos por parte de influyentes filésofos griegos. Se abordaran las
técnicas heuristicas empleadas por Arquimedes en El Método, y la ‘sintaxis
matemética’ de Ptolomeo se expondra desde sus caracteristicas instrumenta-
les; se vera el trazado de conicas de Descartes y el esbozo de 6valos de los
artistas en el renacimiento; finalmente, se mostraran algunas técnicas instru-
mental es empleadas en la navegacion.

1.2 Larepresentacion del orden
Una de las preocupaciones fundamentales del  hombre desde |a antigliedad

fue la de tratar de entender y controlar su entorno. La permanente incerti-
dumbre que le provocaba no comprender a universo en sus grandes dimen-
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siones, asi como en su minima pequefiez —siéndole ambas inaccesibles— 1o
impulsaron a tratar de estructurar, numerar, medir y observar en forma siste-
mética Para enfrentar tal incertidumbre cred instrumentos que lo auxiliaron
para entender las reglas de la naturaleza. Los instrumentos que disefi6 a lo
largo de la historia son variados y van desde los utilizados en agrimensura,
astronomia, geometria, hasta los de uso artistico, entre otros. Todos fueron
utilizados para € trabajo en las disciplinas tedricas o directamente para la
solucion de problemas préacticos.

Antes de abordar los diversos aspectos de |os instrumentos mateméticos
cabe sefidlar que su uso no siempre ha sido € mencionado anteriormente. La
confianza que el hombre ha depositado en el empleo de los instrumentos para
extraer datos de su entorno
trascendio incluso a su mundo
fidco inmediato. Esto es, €
apego a sus creencias religiosas
asi como € uso de instrumentos
s dio paddamente en €
tiempo. Como egjemplo de ello
empezaremos por abordar la
relacion entre instrumentos e
iconografia cristiana.

En los textos biblicos se
encuentran pasajes que hacen
ver a Dios como e creador
del mundo a partir de elemen-
tos amorfos, donde é dio
orden al caos existente del
universo, paralo cua necesitd
poder medir, pesar y contar.

La idea de un Dios crea
dor del universo a través de
un acto de medicion se en-
cuentra con frecuencia en las
culturas del mediterraneo. - _ o _ _
Platén, en e Timeo, describe a ‘demiurgo’ como una fuerza creadora que a
partir del caos dio vidaalo racional por medio de un acto de medicion.

Fig. 1
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En el Libro de la sabiduria® se describe el poder creador de Dios de la
siguiente forma: “tu mano poderosa sdlo tenia que elegir: como tu creaste €l
mundo a partir de una materia informe” [Sabiduria 11, 17]. En €l libro de
Isaias, cuando se toca la consolacién de Isragl y que Dios acudira con su po-
der, se encuentra la siguiente pregunta: “¢Quién midié las aguas en el hueco
de su mano, con su palmo tomé la medida de los cielos, con un tercio de me-
didacalcul6 e polvo de latierra, peso los montes con labasculay las colinas
con la balanza?' [lsaias 40, 12]. Y en Proverbios, cuando la sabiduria se
elogiaa si mismay alavez se personifican los atributos de la sabiduria de
Dios, se encuentra lo siguiente: “[...] Cuando establecio los cielos. Alli esta-
bayo [la sabiduria]; cuando trazd un circulo sobre lafaz del abismo, cuando
arriba afirmé los cielos [...] cuando sefia 6 los cimientos de latierra, yo esta
ba entonces junto a é como arquitecto”? [Proverbios 8, 27].

Los anteriores pasajes biblicos fueron razén suficiente para que algunos
artistas desde la edad media crearan pinturas e incluso ilustraran la Biblia
representando a Dios —en su capacidad de ordenar y medir— utilizando un
compés 0 una balanza con los que daria forma al universo a partir de un caos
primigenio® (Figura 1). Se recurrié alo expresivo y alegérico de las imégenes
con €l afan de llegar a un publico mas profano y hacerlo entender |os pasajes
biblicos de mayor profundidad. Asi, en los pasgjes anteriores la geometria
estd simbolizada por un lado en un sentido individual y por otro en uno uni-
versal, en tanto que € instrumento trasmite el orden y laarmoniaa mundo.

Paralelamente a la creacion de los textos que dieron origen a Antiguo
Testamento se desarrollaban otras actividades de carécter cientifico y técnico
gue ocuparon la atencion de los filésofos y académicos del siglo IV a. C..
Este camino y el cambio de rumbo que experimentd la matematica de una
cultura a otra es lo que se expondra en adelante. El andlisis se presentara
desde la perspectiva de diversos instrumentos de uso matematico.

! Libro apécrifo del Antiguo Testamento.

Cabe sefidar que en € libro de Job [26, 10] se encuentralo siguiente: “Hatrazado un circulo
sobre la superficie de las aguas, en €l limite delaluz y lastinieblas’.
3 Como ejemplos de obras con las caracteristicas mencionadas tenemos: la denominada Biblia
Moralisée; lailustracién de Guyart des Moulins en la obra Historia Scholastica (1411-12); la
pintura de William Blake Frontispicio para Europa, una profecia (1793). Aqui Blake se inspi-
ré para su obra en un pasaje del Paraiso Perdido de Millon. Aunque sélo se mencionan algu-
nas representaciones, se tiene un registro de aproximadamente 40 obras con estas caracteristi-
cas.
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1.3 El mundo griego

Desde € siglo VI a. C. € centro de produccién matemética se desplazé de
Mesopotamiay Egipto al mundo griego. Los griegos jénicos se abrieron paso
entre la arraigada mitologia para adaptar una cosmovision basada en un pen-
samiento racional y empirico, y asi dar lugar a un modo de pensamiento méas
especulativo, del que carecieron las civilizaciones de Oriente Proximo. Asi,
la matemética ocupo el lugar de una cienciaraciona y universal, y la geome-
triaen particular el del centro del conocimiento.

Que se considere que la matematica prehelénica tenia un carécter mera-
mente instrumental y técnico, Util como un medio para resolver de forma
empirica problemas concretos, y que por otro lado a la matemética griega se
le vea como la verdaderamente racional, no es una apreciacion del todo justa.
Si bien es cierto que la matemética griega ya no estaba apuntalada sobre las
bases del empirismo de los mercaderes de Egipto y Mesopotamia, y que se
reconoce que transité de lo empirico a lo tedrico a través de implantar los
elementos formales de prueba, demostracion, axioma, proposicion, entre
otros®; tampoco se puede descartar la posibilidad de que si se auxiliaron de
instrumentos para € desarrollo de las ideas mateméticas, principalmente en
una fase previa a la presentacion de los resultados finales (es decir, de la
enunciacion del teoremay de su demostracion).

Més alin, los problemas politicos y militares del mundo greco-romano
provocaron la destruccién de las bibliotecas que contenian |os escritos origi-
nales, consumandose asi |a perdida de las posibles fuentes donde se pudieron
encontrar |as técnicas de investigacion empleadas.

Las fuentes de la matemética griega que se consideran de mayor impor-
tancia provienen de cddices bizantinos escritos entre 500 y 1500 afios des-
pués que fueron escritos los originales griegos o sus traducciones arabes y
latinas. Para el siglo XVIII se podia disponer de obras de Euclides, Apolonio,
Arquimedes, Ptolomeo, Diofanto, Teodosio, Nicomaco, Menelao, entre otros.

4 A estas caracteristicas se puede agregar también las de un sector de los cientificos griegos
que llevaron ala matematica a ser una disciplina totalmente tedrica, donde la investigacion de
los teoremas se hacia de una forma inmaterial y abstracta, es decir, sin instrumentos, ni medi-
ciones materiales, y se realizaba sdlo mediante la intuicion de ideas y del proceso 16gico-
mental. Como gemplo de ello se tiene a Proclo [A commentary, 52] y su comentario sobre
Tales: “Tales, de su vigje por Egipto fue € primero que trgjo a Grecia esta teoria [la geome-
trial; y é mismo encontrd muchas cosas y descubrio a los que después de é vinieron, los
principios de otras muchas, apuntando en algunos casos a lo mas universal, en otros casos alo
més intuitivo”.
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L as obras mencionadas son tesoros y memorias de la ciencia, dan mues-
tradelo refinado y detallado que fue la exposicion de los temas, pero alavez
dan muy poca informacién sobre las fuentes y los métodos que usaron los
autores para llegar a tales descubrimientos.® Y a pesar de que sabemos del
rechazo que existio entre los filésofos griegos por € uso de instrumentos, no
es adecuado descartar que el uso de €ellos si formo parte de la metodologia
paraestimular el razonamiento creativo.

De manera documentada sabemos que Platon —siendo uno de los hom-
bres de mayor presencia en la cultura griega— asigné a la matematica la
cualidad de poder gercer influencia sobre todo €l saber humano, y ademés
tener un lugar fundamental en el desarrollo de las ideas. Asi, |la geometria
quedd vinculada con el model o tedrico de la matematica pura, rechazando de
forma elitista la aplicacion practica asi como €l estudio de las dimensiones
geométricas de larealidad fisica

Como uno de los fines del estudio de las mateméticas —para Platon—
era el delaformacion y desarrollo de la inteligencia para la mejor compren-
sion de los estudios filosoficos’, entonces es posible que su influencia fuera
uno de los factores para que €l trabajo instrumental en la geometria se res-
tringierasolo a uso de lareglay el compas.

Plutarco, en sus Vidas paralelas (Vida de Marcelo) (1980, 252), comenta
laindignacién de Platon ante el uso de los instrumentos en la geometria:

Platon se indispuso e indignd con ellos [Arquitas de Tarento y
Eudoxo de Nidos] porque degradaban y echaban a perder 1o mas
excelente de la geometria a trasladarla de lo incorpéreo e inte-
lectual alo sensible, para emplearla en los cuerpos que son obje-
to de oficios toscos y manuales.

Posteriormente, Plurarco comenta en el mismo pasaje que asi fue como
decay6 la mecanica a separarse de la geometriay quedar desdefiada por los
fil6sof os para permanecer relegada solo al servicio del arte militar. Aunado a
lo anterior, Aristételes consideraba que la fisica seria €l estudio del movi-
miento, pero sélo de aguél que fuera una consecuencia de las fuerzas de la

° Cabe sefidar gue los métodos usados para proponer resultados cientificos en ocasiones pue-
den ser un tanto azarosos o casuales, y desde |la perspectiva del rigor matemético se podrian
considerar como informales. Para casos como éstos, es frecuente que se opte por presentar €l
gesultado y su demostracion, pero no e método, ya que podriadar lugar acriticas.

Platén se interesaba por la preparacion de los futuros hombres de estado. El planted formas
en que se podia estimular el razonamiento y generar hombres mas preparados para la discu-
sion, la oratoria o la gramética.
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naturaleza, de modo que las cosas movidas de manera artificial caerian fuera
del ambito de lafisica. En la Fisica [Libro VIII 255a 15-25] Aristételes ex-
pone que el movimiento siempre tendr& una causa que se podra distinguir.

Las distinciones anteriores [de las causas del movimiento] se
pueden hacer también en el caso de las cosas movientes: algunas
de ellas pueden producir movimiento contra naturaleza (la pa-
lanca, por ggemplo, no es naturalmente capaz de mover lo pesa
do).

En la cita se encuentra que para Aristételes €l uso de los instrumentos
daba lugar a movimientos antinaturales, los cuales no consideraba que forma-
ran parte de lo que estudiaba lafisica

Con influencias tan poderosas como las de Platon y Aristételes, entonces
no era comun que se difundiera el uso de los métodos instrumentales para la
creacion de resultados mateméticos o fisicos.

Pero a pesar de los obstéculos y del papel secundario que tenian las téc-
nicas instrumentales, éstas se pudieron abrir paso en forma natura debido al
auge de las grandes construcciones y ala necesidad de crear grandes méqui-
nas para usos practicos. Para finales del siglo IV a. C. ya eran conocidas cin-
co méquinas: la cufia, el tornillo, el cabestrante, lapoleay lapaanca’.

En las dos secciones que siguen se gjemplifica como fue €l uso de algu-
nos métodos y técnicas instrumentales. Arquimedes y Ptolomeo, autores de
El método y el Almagesto respectivamente, seran la muestra.

1.4 Arquimedes

En las épocas de Platon y de Aristételes el uso practico de las técnicas ins-
trumentales desarrolladas por los ingenieros algjandrinos tuvo poca ingeren-
ciaen las principales areas de la vida griega. Después de la muerte de Ale-
jandro Magno la produccién comercial se elevo significativamente y las acti-
vidades artesanales y comerciales crecieron en importancia en la vida politica
y social. Por estas razones, €l trabajo de las artes préacticas se revaloré y des-
de € siglo Il agunos hombres de la éite cultural miraron hacia las discipli-

" No es casualidad que una obra titulada Mecénica, atribuida erréneamente a Aristételes, se
ocupara de presentar una teoria unificadora sobre estos instrumentos.
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nas técnicas. Y en este tenor aparecieron persongjes como Arquimedes, con-
vencidos del lugar que se deberia de dar al uso matemético de las maguinas.
El trabajo de Arquimedes es amplio, sus principales obras fueron impresas y
traducidas al latin por primera vez entre 1503 y 1588°. Estas obras lograron
gjercer inmediatamente una importante influencia sobre el pensamiento cien-
tifico de esa épocay de los siglos que |e sucedieron.’

En lo general el trabajo de Arquimedes se apegd a estandar geométrico
de la escuela euclidiana, y se adhiri6 al tipo de exposicion basada en fijar
con antelacion las hipotesis que se querian postular, previo a la demostracion
rigurosa. Pero también hay certeza en que no hubo un Arquimedes metodo-
I6gico y sintético, como fue el caso de Euclides.

A pesar de que los trabajos de Arquimedes tuvieron que enfrentar el pre-
juicio platénico, en ellos no se descartdé ningun procedimiento técnico ema-
nado de la mecanica o de la geometria del mundo real. Libre de compromisos
filoséficos aprovecho 1o que otros despreciaron: lo infinitesimal, lo mecéni-
co, lo instrumental, asi como todo lo que le presentd su entorno real y que lo
consideraba como un potencial elemento para su investigacion; en esta direc-
cion se tiene que aprovecho los casos de lo irregular, lo tangible y todo 1o que
pudiera ser construible. Cabe sefialar que su adhesion alo anterior no 1o sepa-
ré en la presentacion de sus resultados, del espiritu del rigor euclidiano, como
Se aprecia en sus obras.

De lo anterior se pueden distinguir tres vertientes en la metodologia que
empled Arquimedes para desarrollar su trabajo: la inicial, donde se intuye
algun resultado basado en las leyes geométricas; una intermedia, de factibili-
dad del resultado comprobado a través de instrumentos; y finalmente, la de-
mostracion empleando —en algunos casos— €l método de exhaucion que
proporcionaba la demostracion formal de lo que se auguraba en lafase previa
—es decir, ladeinvencion.

Pero en sus trabajos solo se encontraba la exposicion de la dltima etapa,
es decir, el enunciado y la demostracién , quedando oculto el proceso creati-
VO que daba lugar a enunciado (se presentara ejemplo en pag. 16). Como
dijo John Wallis en 1676, “a parecer Arquimedes oculté adrede las huellas
de su investigacion como si hubiera sepultado parala posteridad el secreto de
su método de investigacion”.

8 Existi6 una fuerte tradicion de corte arquimediano durante la Edad Media. Esta se facilit6
mediante la circulacion de manuscritos que contenian obras o fragmentos de textos de Arqui-
medes (Clagett, 1964).

® Koyreé [Estudios de historia, 44] afirma que “son |a reanudacion y asimilacion de la obrade
Arquimedes las que sirvieron de base alarevolucion cientificadel siglo XVII”.
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Si el método de exhaucion —dado por Eudoxo— que empleaba Arqui-
medes |0 obligaba a conocer previamente € resultado de lo que se queria
demostrar, entonces carecia de valor heuristico, esto es, dicho método no era
apto para poder crear, sino solo para demostrar aquellos resultados de los que
ya se tenia conocimiento previo. Entonces ¢cudl era el método a priori que
empled para descubrir |os resultados?

Para casos sencillos Arguimedes pudo llegar a los resultados intuitiva-
mente por viainductiva ¢pero como pudo intuir que la superficie de una esfe-
ra es cuatro veces un circulo maximo? o ¢que el area de la primera vuelta de
laespiral esun tercio del primer circulo? o ¢que el area de un segmento para-
bdlico es cuatro tercios del &rea del triangulo inscrito con la misma base y
atura sobre el gje? 0 ¢cdmo encuentra el centro de gravedad de un segmento
de parabol oide?.

Desgraciadamente Wallis no pudo conocer el método de investigacion
gue usd Arquimedes (1988) y gue nos degjé en una obra titulada EI método
relativo a los teoremas mecanicos (conocida como El Método) en la que me-
diante procedimientos mecanicos no rigurosos —é o reconoce— dedujo los
sorprendentes resultados mateméticos que después demostraba formal mente.
Tomando como base un esguema diferente a los métodos alejandrinos, [levo
a cabo una excelsa conjuncion de mecanicay geometria donde ponia al des-
cubierto cudles eran los métodos que utilizaba en sus invenciones mateméti-
cas

El Método inicia con la carta de Arquimedes a Eratostenes donde le re-
conoce su excelente dominio en materia de filosofia y su aprecio por las
cuestiones matematicas. Por estas cualidades Arquimedes consideré que era
adecuado confiarle por escrito su méodo gracias a cua le seria posible
abordar la investigacion de ciertas cuestiones matemaéticas por medio de la
mecanica. Arquimedes le confiesa a Eratdstenes que algunos de sus teoremas
primero los concibié a través de métodos mecanicos y, posteriormente, les
suministré una demostracién geométrica. Es importante sefidlar que estaba
plenamente consciente de que la investigacién restringida sdlo a lo instru-
mental no tendria las cualidades de una demostracién matematica, y en la
carta de introduccién a El Método Arquimedes escribid: “yo mismo, algunas
de las cosas que descubri primero por la via mecénica las demostré luego
geométricamente, ya que la investigacion hecha por este méodo no implica
una verdadera demostracion”. Pero Arguimedes hace patente a EratOstenes
gue si bien es cierto que con los instrumentos mecanicos no se llega a una
demostracion, si serian un estimulo a la creatividad cientifica, y le sefid6 lo
siguiente: “como que es mas fécil construir la demostracién después de haber
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adquirido por ese método cierto conocimiento de los problemas, que buscarla
sinlamenor idea a respecto”.

Como gjemplo del uso de los medios mecanicos para proponer teoremas de
geometria enseguida se presenta la cuarta proposicion de El método, que dice
lo siguiente:

(Volumen de un segmento de paraboloide)
Todo segmento de un conoide [paraboloide ABG] rectangulo corta-
do por un plano perpendicular al gje esuna vezy media el cono que
tiene la misma base y el mismo ge que e [paraboloide] segmento
(véase Fig. 3).

Pero también se tiene la proposicidn 21 de su obra Sobre conoides y esfe-
roides, donde no usa métodos instrumentales, y escribe lo siguiente:

El segmento de conoide parabdlico producido por un plano perpen-
dicular al ge equivale a tres veces la mitad del cono de la misma
basey del mismo ge (véase Fig. 2).

En € libro Sobre conoides y esferoides 8
Arquimedes apoya su demostracion en
considerar un volumen X igual a 3/2 €
volumen del cono ABG y enseguida, para / ! \
demostrarlo por contradiccion, sefida que / \
s X no esigua a volumen I' del parabo- / \
loide, entonces X es mayor a volumen del 5 z

parabol oide o menor. P/ - \ !

Supone primero que T'> X, y por un
método que resurre a cilindros inscritosy ~ * ° °
circunscritos (Figura 2), que usara junto Fig. 2
con el método de exhaucion, llega a que e paraboloide I' no puede ser mayor
gue X. Usando un razonamiento analogo demuestra que I no puede ser me-
nor que X. Por tanto sdlo quedaqueT = X.

Aqui es importante sefialar que Arquimedes parte del hecho de suponer
gue tomara un volumen X igua a 3/2 del volumen del cono ABG, y después
construye una justificacion de que la relacion entre X y 3/2 e volumen del
cono ABG es de igualdad. Pero como ya se menciond antes ¢como se imagi-
no que lo més conveniente eratomar 3/2 del volumen del cono? La respuesta

Y] T v
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se encuentra en la proposicion cuatro —arriba mencionada— de ElI Método,
donde establece que larelacion de voliumenes esigua a 3/2.

Arguimedes propone lo siguiente:

Sea € paraboloide BAG (Figura 3) con gje AD, y prolonguese DA hasta
T de tal formaque DA = AT, y considérese DT como una palanca con punto
medio en A.

Ahora, como las rectas Z% y BD son dos ordenadas de la pardbola, en-

AL (ET)
TA _ (Mz)?

pero como DA = AT, entonces

(M2)?
(Z2)?
y e areadd circulo de didmetro Z0O, es decir:
(MZ)* _ Area de circulo de diametro MN
(£=)?  Areadecirculo de diametro 20

TA _ Areadecirculo de diametro MN

Por lo tanto 'AX ~ Areadecirculo de diametro 2O

AZ T (zE)?

Por otra parte esigual alarazén del &readel circulo de diametro MN

Después Arquimedes nos propone que Z_N G
el &rea dd circulo de diametro MN se
equilibre con € area dd circulo de didame-
tro £0, teniendo como punto de equilibrio
€ punto A delapaancaTZ. Lo hace con-
siderando que € circulo de didmetro Z0 se T A
tradada a punto T, € cual sera su centro
de gravedad (d centro de gravedad dd Fig. 3
circulo de didmetro MN esX). '

Posteriormente  Arquimedes enun-
ciaba que del mismo modo se podia de-
mostrar que si se trazaba en € rectangulo E™M B
EZGB cuaquier otrarecta paraledlaa BG,
entonces €l area del circulo generado del cilindro se equilibraria respecto del
punto A con €l circulo generado por € paraboloide trasadado a T (de modo
gue sea su centro de gravedad).

Ahora, llenando € cilindro y & segmento del paraboloide con circulos
concéntricos proponia gque se podian equilibrar respecto de A, esto es, €l ci-
lindro en K y €l paraboloide con su centro de gravedad en T.

[1 / M\O
=
i
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Por lo tanto como TA = 2AK,

entonces cilindro = 2 parabol oides;

pero cilindro = 3 veces el cono (resultado conocido),
entonces 2 paraboloides = 3 conos,

finalmente paraboloide = 3/2 cono

En la construccion anterior de EI Método se ve como el uso instrumental
de lapalancajunto con el equilibrio de los circulos generaba la esperada rela-
cion de 3/2. Y aungue el instrumento no tenia realidad fisica ni generaba una
demostracion para el problema, si era un vehiculo que estimularia el razona-
miento y lainventiva. Con esos antecedentes, en Sobre conoides y esferoides
ya podia presentar la demostracién matemética, la que si cumpliria con las
exigencias de la validacién matemética.

1.4 Ptolomeo € instrumentalista

La contribucién de los griegos en €l empleo de procesos instrumentales no se
limitd a lo geométrico, también dirigieron su atencién a la interpretacion de
los fendmenos observados en el universo. Tales observaciones se generaban
en el espiritu de un modelo mecanicista, que atenderia a una geometria plana
y/o esférica, asi como areglas de movimiento regular. La suma de estas cua-
lidades generé mecanismos (tiles para visualizar 1os movimientos astrales™®.
La presente seccion se ocupard de modelos de carécter instrumental, que
potencialmente podrian ser méquinas para imitar el desarrollo de algunos
fendmenos en el universo.

Uno de los objetivos de la ciencia es que podamos explicar los fenome-
nos o justificar las apariencias de lo que vemos, y lo hacemos a travées de
construir teorias que supongan una descripcion correcta de los aspectos ob-
servables del mundo cercano. Para los griegos era de particular importancia
la capacidad que se podiallegar atener para predecir 1o que seria observable
en un futuro, aungque en el momento de la prediccidn no se tuviera ni una sola
sefial empirica de ello. La mecanizacion griega requeria de un lenguaje técni-
co extraido de la geometria; para esto 10s astronomos griegos crearon todo un

10 Para la recoleccion de datos |os astrénomos desde épocas remotas contaron con instrumen-
tos rudimentarios para la medicion y localizacion de objetos en el cosmos, y en siglos mas
recientes ya tuvieron instrumentos de observacion més sofisticados, tales como las diferentes
modalidades de sextantes, cuadrantes, astrolabios, telescopios, etc.
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elenco de conceptos que se ocupaban de |os objetos intangibles. Este proyec-
to fue guiado por las caracteristicas mismas de los objetos observados tanto
en su forma como en su movimiento. Un ejemplo de ello se puede apreciar
desde la Tierra: € universo se ‘ve€' como una esferay los cuerpos que en é
hay pueden reducirse —para su estudio— a meros puntos geomeétricos en esa
esfera, 0 acurvas cerradas para el caso de sus trayectorias.

Lo que resultaba controvertido era definir si la ciencia debia también
aspirar alaverdad intrinseca sobre aguello que no es observable, con la Gnica
finalidad de comprender al mundo; o se deberia hacer solo teorias sobre lo
gue si vemos, ya que desde esta perspectiva las teorias no son descripciones
del mundo invisible sino que son como una especie de instrumentos emplea
dos para validar las predicciones sobre e mundo observable. Ademas, cuan-
do los model os atienden mas a las caracteristicas geométrico-mecanicas —no
alasfisicas— y no son capaces de proporcionar una curva que represente ala
trayectoria del planeta, entonces lo que tenemos es un razonamiento cuyo
tnico compromiso era €l tratar de materializar o simplemente corroborar 1o
gue los datos experimentales si permitian ver; pero esto Ultimo es lo mismo
gue usar un instrumento que pase por un conjunto de puntos, aunque la curva
gue los una no tenga sentido dentro del model o —real— propuesto.

Sobre la base de que no se puede dar significado a lo que no se puede
ver, un astrénomo griego de corte instrumentalista no darialugar a un modelo
gue pudiera describir objetos no observables desde la Tierra —recordemos
gue una teoria instrumentalista va a salvar las apariencias—. Asi, tenemos
gue €l instrumento —o el modelo— le vaaauxiliar en algo que ya conoce —
aungue sea en lo visual— o que seintuye que existe.

En esa busqueda por justificar las apariencias, los astronomos afrontaron
€l problema de determinar esas trayectorias que seguian los puntos luminosos
0 su posicion en la esfera celeste, fundamentalmente para establecer patrones
temporales de las trayectorias, 10 que era necesario para diversas actividades
de la vida comercial, militar, filosofica o cientifica. Esas caracteristicas —de
trayectoriay posicion— de los objetos en € cosmos permitieron las primeras
geometrizaciones, condicion considerada como necesariay fundamental para
el desarrollo de la astronomia de prediccion.

Pero las primeras geometrizaciones presentaban ciertos riesgos. € princi-
pal era dar demasiada factibilidad a un modelo geométrico creado para inter-
pretar algo que si es real. Es decir, que una construccién geométrica —que
pretendiera representar a universo— se prestara a ser considerada como una
recreacion definitiva de como se estructuraba € universo en redlidad. Y por
otro lado considerar a sus el ementos geométricos —de ese model o definitivo—
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como leyes generales que gobernaran al mundo. Aunado a estas propiedades
dicha geometrizacion se podria tomar como un modelo cosmoldgico, que para
el caso de un aristotélico quedaba dentro del dominio de lafisica.

Asi, por lo anterior podriamos distinguir dos formas de abordar €l trabajo
astronémico: a) la astronomia matematica, puramente computacional, que
mediante paradigmas geomeétricos intenta resolver |os problemas de posicio-
nes locales™ y de predicciones correctas que le plantean los movimientos del
Sol, laLunay los planetas; b) la astronomia fisica, que estima que esta disci-
plina se debe ocupar de elaborar cosmologias que describan el mundo tal y
como de hecho es. Estas dos maneras de hacer astronomia serian simplemen-
te la manifestacion de dos programas de investigacion distintos: el programa
astronomico de Platon dio origen a la primera, mientras que e programa
aristotélico produjo la segunda.

Ambas formas de entender la actividad del astrbnomo —supuestamente
irreconciliables— habrian dado origen en Grecia a dos actitudes opuestas, a
dos concepciones filosoficas distintas, acerca del status cognoscitivo de las
teorias cientificas. Por lo tanto se puede decir que dicha cuestion se reduce a
S una teoria €s 0 N0 un mero aparato conceptual que nos permite organizar
nuestra experienciay efectuar predicciones.

Recapitulando: € sistema instrumentalista se apega a una astronomia
matemética que por su misma composicion se halla en posibilidades de evo-
lucionar en lo conceptual y estructural, es decir, no se corre €l riesgo, como
se sefial 6 antes, de tener que dar demasiada factibilidad a una representaci on.
Entonces, d justificar las apariencias de un conjunto de datos reales (y no
necesariamente tomados correctamente) a través de una teoria instrumentalis-
ta lleva inevitablemente a recurrir a lo que se consideraria como la indeter-
minacion de una teoria. Esto es, no importa el grado de exactitud de la evi-
dencia, sabemos que hay en principio innumerables teorias, incompatibles
entre si pero todas compatibles con esas evidencias. Posiblemente una de
esas teorias pueda ser verdadera'.

Ahora, si aun modelo por sus cualidades se le reconoce en |o instrumen-
tal, entonces se tiene que asumir que de é no se pueden concluir ni verdades
ni falsedades categoricas; de é solo se podran obtener conclusiones mejores
0 peores, mas 0 menos Utiles parael fin con € que fue creado.

¥ no trayectorias orbitales completas.

12 por egiemplo, si queremos reproducir un évalo o una elipse, entonces es posible que no
exista un solo instrumento o técnica para hacerlo. Tenemos también el caso de la astronomia
ptolemaicay sus mulltiples posibilidades desarrolladas durante més de mil afios.
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Los modelos instrumentalistas tienen mas grados de libertad parallegar a
sus objetivos pues no tienen gque comprometerse con la existencia de las enti-
dades postuladas por sus teorias. Una teoria puede utilizar todo tipo de artilu-
gios sin que en ninglin momento se les tenga que atribuir realidad fisica, en €
sentido en que si se le tiene que atribuir a cualquier objeto tangible que nos
rodea 0 ala trayectoria seguida por un planeta, pero no asi alos epiciclos o0 a
los circulos deferentes propuestos para | os planetas.

Y desde este mismo punto de vista de un discurso instrumentalista se
puede plantear la posibilidad de que exista una ‘induccién pesimista’, en la
gue casi todas las teorias con un cierto nimero de afios pueden ser asumidas
como obsoletas en cuanto a la exactitud de sus predicciones de lo observable
o medible. Por gjemplo, desde el punto de vista de la fisica contemporanes,
Kepler se equivoco a afirmar que los planetas se mueven en oérbitas riguro-
samente elipticas. Y s todas las teorias son consideradas como incorrectas,
entonces la Unica deduccion razonable es que todas, o casi todas, las teorias
actuales serén consideradas erroneas de aqui a unas décadas. De esta manera
se sigue que de una teoria instrumental se puede llegar a generar un proceso
acumulativo en €l acance y precision de sus predicciones observables. Asi,
cada vez se puede lograr un mejor grado de aproximacion en laformaen que
se justifican las apariencias de algiin fenébmeno, que afin de cuentas parecie-
raser e cometido final.

De esta forma, las teorias instrumentalistas a igual que una maquina, se
pueden adaptar (0 actualizar) segun las necesidades que se le presenten a
través del tiempo, y estas adecuaciones pueden ser tanto de precision como
de incremento de datos. Esto lleva, como consecuencia, a que unateoria des-
place aotra, como sucede con las maquinas.

Los que piensan de forma contraria a instrumentalismo atribuyen reali-
dad a las entidades postuladas por la teoria; para ellos éstas no son meros
instrumentos de cllculo que permiten efectuar predicciones mas 0 menos
acertadas, sino gque pretenden explicar a partir de los datos obtenidos del mo-
delo, como es exactamente el mundo.

En adelante se presenta como gjemplo de instrumentalismo el trabajo de Pto-
lomeo en el Almagesto y, posteriormente, el cambio de enfoque que presenta
en Hip6tesis de los planetas.

La propuesta ptolemaica en € Almagesto dista mucho de ser metodo-
|6gicamente perfecta, ya que viol6 algunos supuestos cosmol ogicos arraigados
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entre los griegos™. Por una parte, se va a distanciar de la opinion general al
introducir epiciclos y excéntricas para los planetas™®, lo que le llevé inevitablemente
a romper con € principio cosmoldgico del movimiento planetario concéntrico
alrededor de la Tierra; por otra parte, chocara con lainterpretacion estricta del
principio de orden y uniformidad de los cielos, ya que introducira modelos e
hipétesis diferentes para distintos planetas (Mercurio tendra una excéntrica
movil como la Luna, € Sol no tiene ecuante, los planetas si, etc), como s
obedecieran distintas leyes'; pero, sobre todo, va a utilizar € ecuante sin
justificarlo ni fisica, ni mateméticamente.®

Aqui queda de manifiesto como e modelo se puede considerar un
instrumento a que se le puede quitar y poner segin convenga, Sin tener un
compromiso de inmutabilidad. Se tiene que recordar que € sistema planteado

13 Entre los supuestos y asunciones fisicas mas arraigados en la ciencia griega se pueden
mencionar la esfericidad del cielo y los planetas, la posicion geocéntrica e inmovil de latierra,
asi como su tamafio y distancia en comparacion con las estrellas fijas. A los anteriores
supuestos se les puede agregar otro que podemos considerar como una definicion, y que se
refiere a que hay dos tipos primarios de movimientos celestes: uno diario de rotacién y otro de
traslacion. Entre los supuestos iniciales no aparece ninguna referencia a movimientos
circulares o uniformes. Larazon es que Ptolomeo no los considera un supuesto, sino algo mas
fundamental a medio camino, entre un requisito formal y un principio metodol6gico que no
necesita defensa ni prueba.

14 Ya lo habia hecho con e Sol y la Luna, pero en ambos casos tenia el respaldo de Hiparco y
ademas eran cuerpos especiales que poseian cualidades adicionales alas de los planetas.

15 Copérnico, en su De Revolutionibus (1987, 9), critica esta desarticulacion del sistema pto-
lemaico. La siguiente cita es parte de la dedicatoria a Papa Pablo I11: “Tampoco pudieron
hallar o calcular [...] laforma del mundo y la simetria exacta de sus partes, sino que les suce-
di6 como si alguien tomase de diversos lugares manos, pies, cabezay otros miembros auténti-
camente Gptimos pero no representativos de un solo cuerpo, no correspondiéndose entre si de
modo que con ellos se compondria méas un monstruo que un hombre”.

El mismo prevé estas objeciones, porque inmediatamente después del excursus
metodol dgico anterior les sale a paso, aunque sin citarlas. Asi, afirma que a veces puede ser
necesario usar algo que vaya contra la argumentacion general (por razones de claridad,
simplicidad, etc), pero mantiene que eso no invalida la cuestion s 1o que se usa no da lugar a
diferencias apreciables en los resultados, iguamente, continla, a veces puede ser
imprescindible suponer que no en todos sitios se da € mismo modo de movimiento o
inclinacion de los circulos, pero, puesto que las apariencias de los astros cambian, es licito
cambiar el modo de las hipdtesis de los circulos, especiamente s se mantienen los
movimientos circulares en todos los casos (ya no habla, sin embargo, de los uniformes); por
ultimo, concluye en clarareferenciaal ecuante, que en ciertas ocasiones se puede estar forzado
a presuponer sin justificacion ni fundamento inmediato en las 'apariencias, una aprehension o
una conjetura alcanzada por ensayo y error, pero mantiene que, S las cosas supuestas sin
prueba casan con las apariencias, entonces no pueden ser gratuitas aunque sean dificiles de
explicar [Almagesto 1X, 2].
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en e Almagesto no proporcionaba las trayectorias de los astros, |0 que si
pretendia era dar cuenta de los datos de las tablas de observaciones. Por estas
razones € sistema lo podian modificar en su estructura cada vez que algin
cientifico de respeto lo considerara necesario.

Ptolomeo fue un giemplo en & que convergen las dos corrientes. €l ins-
trumentalismo y el realismo. Por un lado el Ptolomeo cosmdlogo aristotélico,
y por otro e Ptolomeo astrénomo geocéntrico. Asi, tenemos a dos pensadores
distintos unidos en la misma persona. El Ptolomeo cosmélogo repetia a pie
de laletralas visiones del mundo de la antigiiedad a discutir su filosofia del
universo. Con todo, €l Ptolomeo astréonomo niega que la explicacion plena de
las perturbaciones planetarias esté dentro de las posibilidades humanas. Asi,
se tiene que la explicacion astrondmica es virtualmente inconcebible para
Ptolomeo. Entonces, desde el punto de vista del Almagesto, tenemos a uno de
los méximos exponentes de un instrumentalista que no atribuia materialidad
ni alas esferas celestes ni alos epiciclos; 1o importante para é era ofrecer un
modelo mateméticamente exacto, esto es, que permitiera efectuar buenas
predicciones sin que le importaran las causas de los movimientos o que su
modelo fuera fisicamente verdadero. Pero desde la vision de Las hipotesis de
los planetas se puede atribuir a Ptolomeo, de forma ineguivoca, la elabora-
cién del denominado sistema ptolemaico®’. Las hipétesis fueron e elemento
dejuicio vital acerca de la pretendida polémica entre instrumentalistas y rea-
listas en la antigliedad, y en la que supuestamente Ptolomeo pertenecia al
grupo de los primeros.

1.6 Del cono al plano

En las dos secciones que siguen se abordara el tema de |os instrumentos des-
de diversos puntos de vista: @) la creacion de instrumentos vinculados con la
generacion de conicas, asi como los intentos y errores de Descartes por tras-
ladar curvas del cono al plano; b) por otro lado, se vera por qué los artistas
prefieren usar Gvalos en lugar de cénicas.

Como se menciono anteriormente, el hombre de ciencia siempre ha trata-
do de imitar lo gue ve o lo gque intuye que puede existir, esto es, siempre tra-
tar& de reproducir los patrones mateméticos de la naturaleza o de materializar

17 En esta obra si tiene el objetivo de presentar los modelos explicitos de cémo es que los
planetas describen sus trayectorias.
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los objetos mateméticos que é mismo crea'®. En este caso no se trataran de
justificar las apariencias como sucedi6 con los astrénomos o los fisicos. Aqui
no se requiere de una explicacion fisicay, en ocasiones, ni matemética de la
trayectoria de la curva; 10 que se necesita es un instrumento que trace la cur-
va segun las propiedades cineméticas y dinamicas que le corresponden, y que
ademas lo pudiera hacer repetidas veces obteniendo siempre la misma preci-
sion en € trazo.

Si fuera necesario iniciar cronol 6gicamente la mencion de los instrumen-
tos mateméticos™, inevitablemente tendriamos que hacerlo iniciando con la
reglay el compas de la geometria de Euclides. Como se sabe, la geometria
griega se cimentd en la invariabilidad, homogeneidad, eternidad® 'y finitud
del circulo, asi como en lainfinitud de larecta. De este modo, |os criterios de
existencia de los objetos geométricos estaban supeditados a su constructibili-
dad utilizando, exclusivamente regla y compas; por tal razon diversos pro-
blemas por todos conocidos (los [lamados 'clasicos)) no pudieron ser resueltos
en esa época (ver capitulo 2 de este libro). Cabe mencionar que €l hecho de
gue la existencia de los objetos mateméti cos dependiera de su potencial cons-
tructibilidad s6lo con regla'y compéas no implicaba que se tuviera que llegar
al acto mismo, es decir, se contemplaba que el uso mental de lareglay com-
pas diera el sustento necesario para los resultados tedricos. La sintaxis eucli-
diana ya exhibia en las demostraciones el uso intrinseco de los instrumentos,
éstos se pueden apreciar cuando se recurre a traslaciones, duplicaciones o
rotaciones de angulos y segmentos, entre otros.

Por otra parte, en la geometria plana, esférica o conica se tuvo la exis-
tencia de modelos tedricos gue pudieron ser considerados como instrumenta-
les”!. Esto es, |os model os tedricos de la geometria se encontraban en capaci-
dad de transformarse para poderse adaptar a significado y funcionamiento de
las leyes que gobiernan los objetos que ellos mismos generan. Asi, es méas
facil superar los obstaculos de la tradicion cultural que no aceptaba el uso de

18 Por objetos mateméticos entiéndase a las curvas geométricas que representan mediante una
convencion gue liga elementos mateméticos y forma de representacion grafica, una relacion
matemética en cada uno de sus puntos'y gque |os conocemos como ‘ lugares geométricos .

1% Como instrumentos mateméticos me referiré sdlo a los de trazo o céculo, mas no a los de
contabilidad como pueden ser e caso de tablillas, barras de calendarios, cuentas de barro,
abacos etc.

Para los griegos €l circulo fue un instrumento que por sus caracteristicas fue e conducto
para pensar en e movimiento homogéneo y perpetuo, yaque € circulo no tiene principio ni fin
%/ Su curvatura no cambia.

! Pero no como en el caso arquimediano donde la méaguina era la parte heuristica de la teoria,
aqui el modelo estéa en capacidad de evolucionar segiin selo exijan los avances tedricos.
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los instrumentos convencionales. Para este nivel de la geometria poco impor-
taba si el instrumento erareal o era una creacion de la mente. El proceso de
unificacion entre la matematica tedrica 'y los métodos mecanicos llego a ta
punto de simbiosis que se transformé en una practica comun, en donde solo
los inexpertos rechazarian las importantes aportaciones explicitas de esta
relacion.

Sin duda las conicas son el conjunto de curvas generadas por procesos
mecanicos, explicitos o mentales que mas fueron estudiadas en la antigliedad
griega. Por un lado tenemos a Menecmo con €l ortotome, oxitomey el ambli-
tome, y por e otro a Apolonio con la pardbola, elipse e hipérbola. En cuanto
a Menecmo sabemos que usd sdlo conos rectos y cortes perpendiculares a la
recta generatriz. Si e angulo del vértice del cono es recto, entonces a cortar
el cono con un plano perpendicular ala generatriz, a la curva interseccion la
[lamo una pardbola. Si el angulo es agudo, la curva interseccién fue [lamada
elipse. Apolonio usd un cono genérico (oblicuo con directriz circular) y las
curvas que extrae son estéticas.

Posteriormente, e problema fue el de representar (o proyectar) en €
plano las curvas extraidas del cono. Entre otras formas de abordar el proble-
ma se disefiaron mégquinas que extrajeran las caracteristicas matematicas de
las curvas en el cono y, que ademas trazaran a éstas Ultimas sobre una super-
ficie plana. A lo anterior se agrega que los puntos de las curvas en el plano
tendrian un lugar de referencia, o que seria el punto fijo del instrumento que
las generaba®. Entonces, se puede decir que |os trazadores de conicas ya se
podian concebir como maquinas-mateméticas en € sentido de que conse-
guian trazar en el plano objetos con las propiedades geométricas que origi-
nalmente sdlo tenian en el cono.

Pero los usuarios de este tipo de instrumentos-mateméticos™ eran cons-
cientes de la imprecisiéon o discontinuidad que podian tener las curvas gene-
radas por los instrumentos trazadores. Después de Descartes 1os métodos de
la geometria analitica ya estaban mezclados con los de |la geometria proyecti-
va, y aunque el uso de los instrumentos para la creacion de resultados mate-
maticos ya era algo comuin, aln se reconocia que plasmar las conicas en €
plano en formareal, y no sdlo como la tosca representacion de una ecuacion,
implicaba multiples obstéculos. Esto resultaba evidente para los que reque-

2 Aqui se debe de entender que e lugar de referencia o punto fijo pueden ser los vértices,
focos, o lainterseccion delos gjes en el caso deladlipse.
2 Para esta seccion se considera que |0s usuarios se ubican entre los siglos XV a XVII.
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rian instrumentos que generaran curvas que se emplearian en el disefio arqui-
tecténico, de lentesy en lostalleres de orfebres.

Un giemplo de lo anterior |o tenemos en Descartes cuando necesité trazar
conicas en el plano, pues € instrumento que requeria, ademas de hacer trazos
en papel, 1os tenia que hacer también como cortes en metal, madera o en cris-
tal. Parailustrar esta situacion lo mejor es presentar un instrumento tipico que
respondiera a estas necesidades , y que en este caso esta relacionado con la
Optica.

Descartes requeria dirigir un conjunto de rayos de luz paralelos a través
de un cristal y que se refractaran en grupos sobre una linea. En el discurso
décimo de la Dioptrica (1987) Descartes abordo e problema, y en primer
lugar esboz6 una solucion_de cdmo determinar el indice de refraccion de un
prisma triangular. Us6 un instrumento donde un rayo pasaba por Ay L, para
después atravesar €l prisma, salir por B y finalmente desviarse al (Figura 4).
Aqui es donde Descartes se interesaba por saber como se daba la relacion
gue tiene e punto |, situado sobre la placa EFI con respecto a los otros pun-
tos B y P. Después trasladd el problema al plano para tener un manejo mas
preciso (Figura5). Con centro en B y radio BP traz6 un arco que cortaba a Bl
en Ty alavez dibuj6 € arco PN, igual que en PT. Despuésunié BconNy a
la prolongacion de IP la corta en H. Con centro en B y radio BH dibujo un
arco HO, que cortaa Bl en O. Asi, obtiene que larazon de lalineaHl y Ol es
la medida comun de todas las “refracciones que causa latransicion del aire al
vidrio que examinamos’ (ibid, 1987, 163-164)
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Aunque Descartes no mencion6 que Ol es el seno del angulo de inciden-
cia, y que HI es el seno del angulo de refraccion, —y sin justificar la conti-
nuidad— afirma que s se toma sobre HI, MI = Ol y HD = DM, entonces D
es e vérticey H el los focos de la lente hiperbdlica que se desea construir.
En la siguiente cita Descartes comenta que con estos puntos es facil trazar la
hipérbola:

“Colocando dos estacas en los puntos H e | y haciendo que
la cuerda que rodea la estaca H esté atada a la regla de
formatal que no pueda plegarse hacia | antes que hacia D”.

Después propuso un método en € que usaba un compas con € que se
podian generar puntos de una hipérbola, pero el proceso tenia la restriccion
de que no generaba la curva de un solo trazo (Figura 6),

Descartes propuso un método en e que tomd
los puntos A, B y C como puntos de referencia
(no lo menciona en la Dioptrica pero A 'y C
seran los focos y B uno de los vértices). Tome-
se Ny O sobre AC, de maneraque BN =BO, y
con A como centro tracese el arco TOV. En-
tonces con C como centro y con radio CN,
trécese el arco VNT, que corta el arco TOV en
V y T. La hipérbola pasaré sobre los puntos de
A interseccion de los arcos. Si se resta a OA €
segmento CN se obtiene un segmento BA-CB
gue seria la distancia entre los vértices de la
hipérbola considerando A y C como los focos.
Lo mismo se puede hacer con otros dos arcos
un poco mayores XQY y YPX para obtener
més puntos de la conica, como se ve en lacurva
Fig. 6 punteada.

Descartes opinaba que “tal procedimiento puede no ser malo para trazar
groseramente agin mode-
lo que representa aproxi-
madamente la figura de v B
los vidrios que deseamos S x
talar” (Descartes 1987, p.
166). Pero Descartes lo
gque necesitaba era tener
agun instrumento con e ‘
cual pudiera generar una N D T 1
hipérbola de un solo trazo, Fig. 7
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como sucede en el caso del circulo a ser dibujados por € compés. Para tal
proposito sefialé que del circulo HVI (Figura 7) se trazara la recta TVS y
también la recta VX paraela a HI. Ahora, s imaginamos que la recta TVS
gira arededor del eje HT, entonces la linea TVS describiria la superficie de
un cono, y €l plano fijo que pasa por VX cortara al cono dando lugar a una
hipérbola. Este es un gjemplo cartesiano de una ‘ maquina mental’ de las que
se mencionaban anteriormente.

Pero Descartes no 1o dejo en un gjercicio intelectual, y se propuso disefiar
una maguina cuyo resultado se muestra en la Figura 8.

AB esun rodillo (lalinea HI de la Figu-
ra 7), GM es una placa paralela a rodi-
llo; KLM es una regla con filo en la
punta que atraviesa €l rodillo conser-
vando siempre €l angulo, y con la cuali-
dad de poder moverse (por €l resorte en
K) para estar siempre en contacto con la
placa GM. Cuando € rodillo gira la
regla siempre estara en contacto con la
placay con €l filo trazara (o cortard si es
gnl material delgado) en ella una hipér-
ola

Fig. 8

Sin embargo la maguina posee un defecto, y es que la punta de acero M
varia de posicion segin se dirija hacia N o hacia Py el corte no serd exacta-
mente igual en todas partes, y como €l interés de Descartes en este pasaje de
la Dioptrica es el tallado de cristales, entonces la maguina de la Fig. 8 no es
la mas adecuada. Por razones de exactitud en la fabricacion de los cristales
propuso otra méguina, que pensd podria corregir e defecto en e corte, pero
esta magquina ya no es un mecanismo simple dado que involucraba varios
maodul os.

No fueron pocos los trabajos de Descartes sobre €l uso de compases.
Conocemos su compés proporcional, con e que encontraba las medias pro-
porcionales para construir ecuaciones algebraicas, y también se conoce €l
compas paralatriseccion del angulo, entre otros (ver capitulo 2 de este libro).
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1.7 Lascurvasy € ornamento

Desde otro punto de vista las inexactitudes antes sefidladas serian menos
relevantes frente alos 0jos de los artistas, arquitectos o artesanos; algunos de
ellos esperaban que los instrumentos |legasen a resolver sus problemas por €l
simple hecho de que su apariencia era la de ser una méaguina de precision. En
diversas disciplinas los instrumentos |legaron a ser solo un auxiliar heuristi-
co, Y s bien se aceptaba que no resolvian el problema, al menaos daban certi-
dumbre —para soluciones parciales— a que pretendia hacerlo, es decir,
guien abordaba el problema tenia mas seguridad si se apoyaba en una maqui-
na o en un modelo geométrico que tuviera la capacidad mecéanica —como s
fuera un instrumento— de poderse adaptar a la variabilidad de las condicio-
nesiniciales del problema.

Pintores, arquitectosy artesanos tenian frecuentemente la necesidad de trazar
determinadas figuras que dieran la apariencia de ser una conica. Y para estos
casos, —principamente los artistas relacionados con la ciencia experimental—
Se optd por crear 0 usar un instrumento que les generara exactamente 1o que que-
rian. Y los pintores o grabadores crearon mé&odos geométrico-mecanicos que
generaran € trazo que querian ver representado en sus obras, independientemen-
tedes lacurvaerad lugar geométrico de unaconica

Este tipo de usuarios de los instrumentos generalmente no consideraban
necesaria una demostracién o justificacion tedrica de las propiedades de las
curvas gue usaban. Aunque se debe sefidar que en la mayoria de los casos no
tenian la posibilidad de hacerlo —por |a carencia de conocimientos matema-
ticos, pero era algo que tampoco a ellos se les exigia. El fin para € que se
hacian los trazos no implicaba que matematicamente fuera lo que se decia
gue era, lo que importaba era que pareciera que si lo era; asi mismo, los que
pedian el trabajo alos artistas tampoco exigian la exactitud de los trazos des-
delavision critica de un matemético.

Para fines del siglo XV y principios del XVI los artistas mostraron inte-
résy necesidad de trazar curvas elipticas, y estas curvas aparecieron en igle-
sias, pisos, patios, ornamentos, pinturas, grabados, etc. Las formas circulares
gue tanto se habian usado desde los griegos ya no eran las Unicas en su prefe-
rencia. Larepresentacion més real de las escenas creadas por un pintor exigia
el uso de formas elipticas u ovaladas™. Para resolver tal problema contaban
con tres formas de hacer € trazo de las curvas —aparentemente— elipticas:

24 |_a representacion en perspectiva que ya se usaba en las obras desde el siglo XV exigia que
los circulos pudieran ser representados ya no solo de manera frontal, se requeria que pudieran
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1) Con los elementos tedricos de la geometria euclidianay de las conicas

que permitian €l trazo de elipses verdaderas.

2) Con instrumentos que pudieran trazar elipses verdaderas.

3) Con elementos de la geometria euclidiana que permitian trazar apro-

ximaciones de elipses usando 4 arcos de circulo.

Y en cada caso sucedialo siguiente:

1) Se usaban los elementos de la definicion matemética de €elipse y algu-
nos teoremas que permitian su construccién a través de cuerdas sujetas a
clavos que fungian como los focos. Pero este método es muy impreciso a
pesar de que recurre a la definicion matemética de elipse, y se debe a que las
elipses que traza son muy toscas dado que hay problemas para mantener la
tension del hilo y a que las condiciones de la cuerda cambian con la tempera-
turay la humedad. Y lo anterior es de sefidlarse porque se daba €l caso que
se tuvieran que repetir las mismas elipses en diferentes dias de construccion o
del disefio de la obray los resultados no coincidian. Por otro lado se presen-
taban irregularidades a no poder mantener siempre perpendicular el trazador
a plano dela€lipse alo largo delos 360°, y finalmente lainestabilidad de los
nudos (en los focos) podia afectar el trazo del constructor o del artista.

El marco tedrico que se requeria para dar credibilidad a los trazos ante-
riores es € de los tratados de conicas, como € de Apolonio, que ya se tenia
en su edicion veneciana de 1541, € de Werner de 1522 o el de Durero de
1525. Sin embargo no era fécil llevar a la préctica los conocimientos tedricos
de estas obras através de los instrumentos.

2) A principios del siglo XVI ya existian diversos ins-trumentos para
trazar elipses. Uno de los primeros fue el de Leonardo (1510) (parece que é
ya estaba usando el de Proclo), aungque también se tiene informacién de los
de Durero y Miguel Angel. Cabe mencionar que Leonardo también planted el
uso del elipsografo (ver Figura 9) para resolver un problema de Optica de
Alhazen®. Esta técnica de trazado con elipsografos es muy precisa, pero tie-
ne e problema de ser poco manejable para superficies mayores, como en €l
caso de los edificios o de superficies pequefias, como puede ser un grabado o

ser vistos en perspectiva, con lo cual parecian 6valos. Y en la arquitectura también se dio un
auge en € uso ornamenta de los 6valos, y éstos se podian ver en ventanas, pisos, plafones,
barandales, por mencionar algunos.

% El problema era poder trazar el camino que sigue un rayo de luz que choca contra un espejo
circular. Parte de la solucién implicaba construir una elipse.
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una pintura de bastidor. Para €
segundo caso se hubiera necesita-
ba construir elipsografos de dos o
tres centimetros de tamario.

3) La ultima opcién parece
gue se algja de la formalidad ma-
tematica del caso 1) o de la preci-
sion de los instrumentos del 2),
pero aqui lo que se requeria era un
contorno que pareciera una eipse.
En las representaciones artisticas
los elementos geométricos gene-
ramente no ocupaban de manera Fig. 9
conspicua los principales espacios  pel museo de la Universidad de Modena
de la obra—a menos que &l moti-
vo fuera ago cientifico—, es decir, la atencion generalmente se centraba en
los individuos, |0s espacios naturales, 10s objetos arquitectonicos. Las figuras
geométricas (principalmente las curvas, ya que las cuadriculas en los pisos
si eran objeto de interés en la representacion) generalmente ocupaban un
espacio pequefio en la obray no estaban inmersos en la problemética aso-
ciada con respecto a las proporciones de los objetos, es decir, no se daba €l
caso de tener que respetar proporciones como sucedié con el cuerpo hu-
mano, o la representacion E)roporcional entre objetos colocados a diferen-
tes distancias en la pintura®.

Para este punto 3) €l uso de los instrumentos sufrié un cambio y lo que
conveniaerair alasegura con lareglay compés, que en e fondo eralo mis-
mo que estaban haciendo en 2) cuando usan los elipsografos, es decir, si se
requeria trazar una elipse 0 algo que pareciera una elipse, los elipsografos
trazaban una curva con caracteristicas constantes de un lugar geométrico en
cada uno de sus puntos. Con la nueva técnica (que se presenta en la siguiente
pagina) se tendrian dvalos con caracteristicas de un lugar geométrico pero
construidos uniendo intervalos de cuatro arcos de circulo, con lo cua se ob-
tenia un évalo con la estabilidad estructural de un circulo pero en 4 seccio-
nes. Esto es, como la elipse tiene continuas variaciones en su curvatura, en-
tonces a los artistas y arquitectos se les complicaba poder medir perimetros,

% A partir del siglo XV fueron de gran interés el estudio de las teorias de la perspectiva, de las
proporciones del cuerpo humano y otras que pretendian la fiel representacion de lo que ve €
ojo (ver Alberti 1997).
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molduras, areas, volimenes, ya que sus soluciones solo eran aproximadas y
no eran obtenidas por medios analiticos. Y reproducir mualtiples veces una
misma elipse no erafécil, asi como tampoco lo erael calculo de materiales.

Cuando se usan sectores de circulos entonces es més sencillo reproducir
los angulos, lUnulas, areas, perimetros, bisecar angulos, construir perpen-
diculares, tangentes y, en general, todo el amplio repertorio de propiedades
del circulo que ya se conocian gracias al tratado de Euclides”, y por esta
razon los libros méas importantes de arquitectura incluian una introduccion a
la geometria euclidiana.

Para el trazo de los 6valos a través de sectores de circulos se desarrolla-
ron varias técnicas. Se tienen los casos de Sebastiano Serlio, de Joan de Ar-
phe o de Vignola, por nombrar algunos.

En € casos de Joan de Arphe su contribucién mas relevante aparece en
su obra De varia commensuracion para la escultura y arquitectura, y en €
de Sebastiano Serlio en su libro Cinco libros de arquitectura. Ambos autores
presentan métodos para €l trazo de évalos que resultan semgantes. Serlio
propuso cuatro métodos y de Arphe tres. En ambos casos trabajaron con cua
tro arcos de circulos. En laFigura 10 (a, b, ¢) se pueden apreciar tres métodos
que ambos usaron.

Fig. 10 a. Sea un circulo dividido en 4, en  Fig. 10 b. Trécense 2 circulos iguales,
lospuntos 1, 2,3y 4. Seponelareglaen 1  donde cada uno pase por € centro del
y en 4y se prolonga hasta B,K sehace lo otro. Con lareglauna 3y 4y en esa
mismo para obtener A, Cy D. Ahorasefija  direccion trace 3A, despuésunaly 3y
el compasen 2y setraza el arco CA, des-  trace 3D, y lo mismo para B y C. Des-
puéssefijaendy setrazael arco AB, asi se  pués fije €l compas en 4 y trace €l arco
tra- zan los arcos para formar e ovalo. AB, lo mismo para € arco DC con lo
Notese que la distancia 4A puede elegirsea  que finalmente se formael 6valo.
conveniencia.

2" Ver los Elementos, libros 3y 4
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Fig. 10 c. Se presenta un
metodo semejante al de 10 a,,
pero lo importante es que
agui_se pretende ensefiar a
disefiar molduras ornamenta-
les. Nétese que con arcos de
circulos se puede llegar aun
paralelismo entre dvalos que
dificilmente se lograria con
el método de la cuerda clava-
daen losfocos.

En las dos obras se pueden encontrar ejemplos del uso préctico de los Ova
los; por gemplo Serlio muestra e disefio de piezas de dfareriay orfebreria

Aqui slo se muestran dos autores, pero existian més técnicas para €

trazo de 6valos, como las de Vignola, Bianchi, Langley, Kitao, Mott. En un
articulo de Paul. L. Rosen (2001) se encuentra un estudio comparativo de los
diferentes métodos para trazar 6valos, y € autor llega ala conclusién de que
los 6vaos de Vignola son |os que més se acercan alaverdadera elipse
Al igua que Descartes, Joan de Arphe es consciente de que sus trazos y téc-
nicas encierran unainexactitud. Vale la pena mencionar que reconoce hones-
tamente que para el artista no importa tanto la exactitud, contrario a lo que
seria el caso para e matemético. En su exposicion sobre la cuadratura del
circulo advierte que el método no es exacto, y tampoco o son los procedi-
mientos para la division del diametro en siete partes. Advierte que € error es
un poco mayor a una milésima del didmetro, pero inapreciable para las di-
mensiones pequefias utilizadas por 10s plateros o escultores de retablos.
En su libro De varia commensuracion dice: "Y s alguna gracia se debe a mi
estudio y trabajo, no quiero que sea mas que recibido con e animo que le
ofrezco ala unidad de los artifices de mi profesion”. Este es el fin propuesto
por Arphe en su libro, y por ello no incluye las demostraciones geométricas
de “Arquimedes, Euclides, Theon, y otros’, contentandose con exponer de
modo claro los resultados, tanto graficos como escritos, y principalmente la
ensefianza del uso del compas para la construccion de las curvas requeridas
parael ornamento.

En el caso de Durero (1979) tenemos que en el prefacio a sus Institucio-
nes de Geometria advierte: “Ya que la geometria es la base correcta para toda
pintura, he decidido ensefiar sus rudimentos'y principios a todos los jovenes
aficionados al arte [...]. Pero el libro va destinado a ser de utilidad précticay
no un tratado sobre mateméticas puras’. La presente cita justifica por qué es
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gue Durero, cuando muestra como trazar las €elipses, no lo hace pensando en
la exactitud matemética; sucede que para los fines précticos de la obra le
bastaba con obtener algo que pareciera una elipse.

Para €l ojo del inexperto todas las técnicas presentadas en esta seccion
tendrian aprobacion a priori, y esto era porque a ver los instrumentos o las
técnicas geométricas que se emplearian, quedaria impresionado por lo elabo-
radas que eran. Aunque €l instrumento (que podia ser virtual) ante sus 0jos
no resolviera totalmente e problema, pensaria que lo podria hacer. Asi, te-
nemos el caso del astrario de Giovanni Dondi, en € que los instrumentos o
las técnicas muchas veces maravillan no por lo que hacen, sino por lo que
creemos que pueden llegar a hacer.

1.8 Loscieloslatierray e tiempo

El hombre en forma natural tiende a dominar su territorio y como consecuen-
cia cada vez ocupa regiones més extensas. Su instinto es el de la conquistay
control de las zonas que lo rodean, y para poder sentir seguro su entorno se
ha visto en la necesidad de desarrollar los ele-
mentos necesarios para entender, ordenar y me-
dir parcialmente aquello que lo rodea. Por ello le
es importante conocer en todo momento sus
colindancias geogréficas, y asi poderlas plasmar
en un mapa, ya sea por razones comerciales,
bélicas o de navegacion. Se tienen registros de
mapas desde el afo 2200 a. C., y es el caso de
una estatua que representaba a Gudea (sefior de
la ciudad sumeria de Lagash) sosteniendo un
plano a escala del templo de Ningirsu, junto con
unareglay un instrumento para escribir.

Esta dltima seccion tiene la finaidad de
mostrar agunas técnicas geométricas empleadas
en la navegacion. En este tema los instrumentos
podrian ser muchosy muy sofisticados, pero nos
centraremos principalmente en el uso de las car-
tas de navegaciony el compas ordinario.

5% Antes del uso generalizado de la aguja nau-
Figura tomada de [ Sellés 1994] tica (lo cua ocurre aproximadamente en el

KL N
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siglo XII), los marinos estaban capacitados para navegar entre los distintos
puertos, principamente en la zona mediterrédnea. En dicha region los vientos
dominantes eran generalmente estables, su variacion principal era del noroes-
te a nordeste segun la region y la estacion del afio. Estas condiciones del
viento favorecian principalmente los vigjes hacia el sur y a este, el problema
para estos casos era €l regreso, para lo que se tenia que recurrir a la navega-
cion costeray poder asi salvar e inconveniente de los vientos en contra. Por
estas razones la navegacion antigua se practicaba con mayor frecuencia entre
el final de la primavera y los principios de otofio ya que en estos meses la
nubosidad y la violencia de los vientos era menor. En dichos meses |os have-
gantes se orientaban principalmente a través de la posicién del Sol durante el
dia, y por lanoche lo hacian mediante |as estrellas de la boveda cel este.

L os antiguos navegantes —aun con €l uso del firmamento como guia—,
no recurrian con frecuencia a las técnicas de la geometria para ubicarse;
conocian bien los movimientos celestes y asi podian determinar las latitudes
de diferentes puntos mediante observaciones astrondémicas. Pero como se
menciono antes, su conocimiento de los vientos eraimportante. Es a Atimés-
tenesen e siglo 111 a.C. a quien se le atribuye haber formado una rosa de los
vientos de doce divisiones (aunque la mas empleada fuerala de 8).

En las épocas del afio (a principios de Siglo XII) en que las costas, asi
como la posicion de las estrellas y del Sol eran imperceptibles, ya se contaba
con la aguja nautica, y aunque ain era un instrumento rudimentario ya se
empleaba ocasional mente.

Para 1269 se reconoce la utilidad del magnetismo y sus ventajas navega-
cionales ya eran algo tangibles. Pierre de Mericourt, conocido como Pedro el
Peregrino, escribio la Epistola de magnete; éste es un tratado para la cons-
truccion de instrumentos magnéticos destinados a la orientacién. Mericourt
explicd e magnetismo por medio de esferas concéntricas, es decir, establecio
una analogia entre la esfera de los cielos y una esfera que é construy¢; €l
caso es que cred una piedra iman de forma esférica donde se establece que
sus polos magnéticos son andlogos a los polos de la esfera celeste. A esta
piedra se le llamé Terrella y se pensaba que si se montaba adecuadamente
sobre un gje, ésta giraria por sus cualidades alapar que las estrellas. Pero €l
modelo que se usaba en la préactica de la havegacion consistia en pegar una
rosa de los vientos directamente encima de la aguja con la superficie dividida
en cuadrantes.

En la segunda mitad del siglo XIl1 la navegacion ‘magnética’ ya era mas
aceptada. Esta clase de travesias se apoyaban también en libros de rutasy en
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cartas de navegacion y era muy importante contar con el conocimiento ma-
tematico para saber en todo momento el curso que seguia la nave, asi como
las desviaciones que se sufrian debido a la direccion de los vientos. Esto Ul-
timo era lo que més inquietaba a los navegantes, pero con las mejoras a la
aguja nautica aumento la certidumbre y con ella € trafico maritimo, el cua
ahora si se podia hacer en las épocas del afio en que las condiciones meteoro-
|6gicas dificultaban la orientacion através de observar los astros o el Sol.

Los libros de rutas o cartas portulano que se usaron en los siglos XI11 'y
X1V retinen la informacion de las distancias y direcciones entre los principa
les puertos, puntos costeros de interés o, simplemente, lugares de referencia
paralas cartas. Las cartas portulano tienen la caracteristica de estar cruzadas
por lo que parecen ser haces de rectas (Figura 11) que aparentemente mues-
tran desorden, pero que en la realidad son las uniones de las rutas constantes
antes mencionadas.

Configuracién de la construccién b ’
de una carta portulano. Como se Ssae|
ve, la red de lineas que recorre la
carta esta formada por una circunfe-
rencia y 16 puntos nodales sobre
ellay a'su vez sobre una cuadricula. —
Para una carta mediterranea se usa- Ny
ban dos circulos. Cabe sefidlar que
las lineas del  cuadriculado no tie-
nen que ver con los meridianosy los
paraelos terrestres; Pero S se tiene
que considerar que las lineas verti-
cales corresponden a la direccion
del norte magnético y no del norte
geogréfico.

Fig. 11, tomada de [Sellés 1994] "2\

Pero estas cartas tenian sentido siempre que se usara la aguja nautica, ya
gue solo con ella se podia seguir €l rumbo marcado. Aqui cabe sefialar que
aun hay controversia sobre el papel que jug6 la aguja nautica para e disefio
de las cartas. La opinion mas generalizada es que se hizo una recopilacion de
la experiencia acumulada por los navegantes, y todo parece indicar que se
pudo llegar mas 0 menos a un acoplamiento de las direcciones de la aguja
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nautica, del disefio de la rosa de los vientos y, finalmente, de las rutas ya
conocidas por los navegantes™,

Navegar usando € compas y las cartas portulano se volvié algo sistemé
tico y de una dificultad manejable. En la carta se localizaban los dos puntos
(ver Figura12): el desalidaA y el de arribo B. Si a unirlos larecta coincidia
con una de la carta entonces se tenia € rumbo y la distancia a seguir; en caso
de no darse la coincidencia se tomaria una de rumbo paralelo® alas existen-
tes en los haces de la carta.

Fig. 12, tomada de [Sellés 1994]

Pero a pesar de que se tuviera la ruta angular y la distancia del recorrido,
los vientos no necesariamente llevarian a barco exactamente por la ruta mar-
cada, lo que podia suceder era que e barco cruzara una y otra vez la ruta
marcada describiendo asi una linea quebrada. Entonces, los navegantes nece-
sitaban saber en todo momento cuanto es o que se habian desviado de la ruta
y, a mismo tiempo, cuanto se habian
acercado al destino para que poste-
riormente virasen el angulo adecua-
do rumbo a destino trazado. La
solucion al problema le exigia poder
resolver triangulos rectangulos. En
la obra de Ramon Llull, escrita a
finales del siglo XIlII, se encuentra
una de la formas en que se podia

% En las ilustraciones de las cartas portulano se ve una estricta simetria, pero a estudiar las
gue se conservan se detecta una inclinacion generalizada del €je este-oeste del Mediterraneo
de aproximadamente 8°, esta asimetria puede ser la consecuencia de la declinacion magnética
detectada en aquella época.

2 Setiene que considerar que para esta época se usaban rosas de |os vientos de hasta 32 direc-
ciones, por lo que no eratan dificil encontrar unarecta casi paralela de entre los haces.
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atacar € problema desde el punto de vista geométrico. El rumbo que el timo-
nel del barco desea seguir esde O al SE (ver Figura 13), pero ladireccion del
viento lo arrastra en direccién a E. Ahora, se divide € curso que sigue la
direccion E en segmentos OBy, OB,, ... de 100 millas cada uno, y desde los
puntos B;, B, ... se trazan perpendiculares a la linea del rumbo SE que se
cortan en C,, C,, .... Asi, si se avanz6 100 millas hacia €l este recorriendo €l
tramo OB;, se ha avanzado OC,, en la direccién de SE, habiéndose separado
de este rumbo en lalinea recta de distancia B;C,, y la misma relacién se pue-
de establecer entre B, y Cy; entonces, cuando el barco se encuentraen B, y s
los vientos le permiten virar hacia SE, entonces, seria necesario conocer el
angulo B, paralo cual va a necesitar la magnitud de B, C, . Para obtener los
angulos y los segmentos antes mencionados seria necesario tener conoci-
mientos de aritmética y trigonometria, 1o cual no era algo comin entre los
navegantes, para estos casos se contaba con una tabla de datos Ilamada toleta
de marteloio®.

Pero la efectividad de los célculos dependia en gran medida de la manera
en gque se hubieran tomado los tiempos de recorrido, y de los instrumentos
utilizados para el célculo del tiempo.

Auln en € siglo XVII € tiempo se media basicamente observando e mo-
vimiento de los astros en sus esferas correspondientes. Para este modelo de
prediccion, € Sol teniaun papel fundamental, ya que de é dependia lamedida
delastrayectorias de los planetas, asi como las primeras formas primitivas que
dieron lugar a instrumentos para medir e tiempo y dar forma a los primeros
calendarios. Los movimientos de la sdlida y la puesta del Sol, asi como los
correspondientes a las estrellas, fueron la base fundamental de la medicion del
tiempo hasta que surge e reloj mecanico. La comprension de los principios
mateméaticos intrinsecos al movimiento de los astros fueron la base necesaria e
imprescindible para entender € principio de los primeros relojes de Sol asi como
de los agtrolabios. Como los instrumentos para el caculo del tiempo dependian
de la posicion de los astros, € disefio contemplaba determinar |a hora durante €
dia con relojes de Sol, y para la noche se disefio € nocturnlabio, instrumento
cuyo funcionamiento dependia de lalocalizacion de laestrella polar.

Uno de los fendbmenos variables que se utilizaron para la medicion astro-
némica del tiempo fue la aturadel Sol o de una determinada estrella sobre €l
horizonte. Pero para calcular la hora a través de la observacion de arcos del
recorrido del Sol o de una estrella, se necesitd del uso de complejas técnicas
trigonomeétricas que no eran muy conocidas en el occidente latino, pero ain

%0 Paramés precisiones del gjemplo anterior véase [Sellés 1994]
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conociendo estas herramientas matematicas los célculos resultaban compli-
cados. Por dicharazon se tuvieron que desarrollar soluciones alternativas.

Asi, el astrolabio Ilega a ser el instrumento méas depurado para obtener la
hora. El principio fundamental del instrumento es el de una proyeccion este-
reografica de la esfera celeste sobre el plano que cruza el ecuador. Asi, resul-
ta que la esfera celeste y e globo terrestre se pueden trasladar sistematica-
mente a una superficie plana. Aungue no se tienen registros plenos de la exis-
tencia de los astrolabios entre los griegos, Ptolomeo escribié una obra donde
muestra los principios mateméticos de la proyeccion estereogréfica, y que
nos hallegado bajo el nombre de Planispherium. Y esaTeon de Algandriaa
guien se le debe el registro més antiguo sobre la construccion y € uso del
astrolabio, € mismo que posteriormente seria conocido por los érabes. Es
necesario sefialar que a pesar de los multiples tratados sobre €l uso del astro-
labio que se escribieron durante la Edad Media, esto no significd que sus
usuarios estuvieran familiarizados con los principios mateméticos de la pro-
yeccion estereogréfica. quienes recurrian a astrolabio en su mayoria se limi-
taban a gecutar una serie de instrucciones como sucede en el presente con €l
uso de algunas méaquinas.

Pero cientos de afios antes de la aparicion del astrolabio el instrumento
predominante para determinar la hora durante € dia fue € reloj de Sol. El
reloj se formaba con un gnomon que proyectaba la sombra sobre una superfi-
cie que tenia marcadas las lineas horarias. El uso de la sombra durante e dia
parece ser la forma mas natural y |6gica de medir el tiempo, pero matemati-
camente es de las mas dificiles de controlar, y se debe aque laposicion de las
lineas horarias varian considerablemente de una estacion a otra durante el
ano: sucede que durante el verano las lineas estan méas separadas que en la
primavera o en € otofio, pero pasa que en €l invierno estan mas juntas. Por
estas razones la hora estd marcada por la punta de la sombra del gnomon y no
por larectatotal descrita por la sombra.

La construccién de las lineas horarias donde el gnomon proyecta la som-
bra fue un tema para los mejores matematicos griegos. Afortunadamente
sobrevive la obra ptolemaica titulada Analema, donde describe en detalle las
caracteristicas mateméticas de las citadas lineas, esto es, las lineas de la esca-
la de la declinacion diaria del Sol trazadas en un globo terrestre artificial. Es
en este sentido que la analema esta estrechamente rel acionada (en su metodo-
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logia) con las proyecciones estereogréficas y ortogonales™ usadas para resol-
ver los problemas de la esfera.

Reconocimientos. Agradezco las valiosas opiniones de Rafael Martinez,
Antonieta Fregoso y Juan Ojeda.

31 Laproyeccion ortogonal se empled también para determinar la hora; se basa en proyectar la
esfera ortogonalmente sobre € plano del meridiano. En € Medioevo se usaba esta clase de
proyeccion através de un instrumento [lamado organum Ptolemel.
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2.1 Introduccion

Estas notas fueron presentadas en una plética que dio el autor en el Foro "Ma
temaquinas, maquinas para hacer matematicas' que se desarroll6 en la Facul-
tad de Ciencias de la UNAM en septiembre de 2001. El propésito de la pl&
tica era mostrar como |os problemas de construccion con reglay compés, son
parte de una serie de topicos interesantes de |la matematica que no requieren
un alto nivel tedrico para ser entendidos y que han sido determinantes en el
avance de lamatemética, por o que su estudio ademés de enriquecer la cultu-
ra matemética del alumno nos permite aprender aspectos teoricos de las di-
versas ramas de la matemética que se vieron fortalecidas por las investiga-
ciones realizadas arededor de ellos.

Posteriormente, en el mes de noviembre se impartié un taller con el objeti-
vo de demostrar la imposibilidad de la triseccién de un angulo y la duplica-
cién del cubo. El material cubierto sirvié para ilustrar importantes aspectos
estructurales de la matemética como son su unidad y cohesion interna basada
en la demostracién matemética de las conjeturas, y para mostrar aspectos
metodol 6gicos como € uso de las generalizaciones y analogias para descu-
brir nuevos hechosy facilitar la comprension de la matemética.

La problemética abordada es muy rica y permite tratar temas del agebra
de polinomios, gréficas de curvas, interseccion de curvas, nimerosy divisi-
bilidad, entre otros. El contenido de este trabajo cubre primeramente la teoria
basica relacionada con la imposibilidad de la triseccién de ciertos angulos y
la duplicacion de un cubo. En la segunda parte se describen algunos de los
intentos de la matemética griega para resolver estos problemas, los cuaes
generaron € desarrollo de interesantes instrumentos que son parte de los
origenes de los mecanismos articul ados.
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2.2 Algunos problemas de construccion

En los problemas de construccion propuestos por Euclides' slo se permite el
uso de unaregla no graduaday un compas. En principio, el compés solo sirve
para trazar circulos con un centro dado y que pasen por un punto conocido.
Con € fin de facilitar lalectura de estas notas introducimos la siguiente nota-
cion. El simbolo AB denota el segmento cuyos extremos son |os puntos A 'y
B. Lalongitud del segmento AB se denota por |AB|. Paraidentificar alarecta
gue pasa por los puntos A'y B utilizamos el simbolo JAB. El rayo que inicia
en el punto A'y pasa por e punto B seidentificacon TAB. Larectao e rayo
gue pasa por los puntos A, By C, con € punto C entre Ay B, se denota por
TACB o TACB, respectivamente. El tridangulo con vértices A, B y C se
denota por AABC vy el angulo formado por A, By C con vértice B es ABC.
Si no hay peligro de confusién se utilizard la misma notacion para identificar
aun éngulo y a su medida. Finalmente, el circulo con centro en €l punto Ay
que pasa por €l punto B se denota por S(A, B) y S(A, |BC|) es d circulo
centrado en Ay de radio |BC] .

Buena parte de laimportantisima obra Elementos de Euclides, se dedicaa
resolver problemas de construccion con reglay compas. Entre ellos elegire-
mos agunos que son adecuados para ilustrar los métodos utilizados y para
mostrar puntos interesantes de la matemética. En lo que sigue para referirnos
a libro | o 1l de los elementos de Euclides, diremos simplemente libro | o
libro 1.

Iniciemos con uno de |os problemas bési cos de construccion.

Proposicion 2.1. Por el punto A, construir la recta perpendicular a la recta
TAB.

Construccion: Una construccion sencilla es la siguiente: Con centro en €
punto A, trazamos un circulo que intersectaalarecta JAB enlospuntosC y

D. Ahoratrazamos los circulos S(C, D) y S(D, C), los cuales se intersectan
en €l punto E. Larecta JAE esperpendicular alarecta JAB. (Ver Figural).

! Euclides (c. 430-360 BCE.), matemético griego, su obra principal, Elementos de geometria,
es un tratado de matematicas en 13 volimenes sobre materias tales como geometria plana,
proporciones en general, propiedades de los nimeros, magnitudes inconmensurables y geo-
metria del espacio.
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Fig. 1

Para demostrar que JAE es perpendicular a JAB, notemos que
|DA|=|AC|, por ser radios del circulo S(A,C) y |CE|=|DE| yaque son igua-
les &l radio |DC| del circulo S(C,D). Por lo tanto los triangulos ADAE y
AACE son congruentes y entonces los éangulos DAE y EAC son iguales y
como su sumaes 180°. Se concluye que cada uno de ellos es de 90°.

La construccién anterior se puede utilizar para construir una recta perpen-
dicular a la recta JAB que pase por un punto C fuera de J AB. Con esta
construccién se puede trazar la paralela a una recta dada JAB que pase por
un punto C. En efecto, se traza la perpendicular {CD a JAB. La perpendicu-
lar a JCD por el punto C es paralela a $AB. La demostracion se obtiene
directamente del Ilamado Quinto Postulado (de las Paralelas), que Euclides
enunci6 de esta manera: S una recta al incidir sobre dos rectas hace que la
suma de los angulos interiores del mismo sea menor que dos rectos, las dos
rectas prolongadas indefinidamente se encontraran en el lado en que estan
los (Angulos) menores que dos rectos.

También es cierto que si sabemos trazar |a paralela a una recta por un pun-
to dado, entonces se puede trazar la perpendicular por ese punto. Sin embar-
go es conveniente dar una construccion independiente.
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Proposicion 2.2. Construir una recta paralela a larecta L, que pase por un
punto C.

Construccion: Sean A 'y B dos puntos de la recta L. Se traza un circulo con
centroen C queintersectea TAB en D. Concentroen D setrazael circu-
lo que pasapor C eintersectaa TAB, en el punto E. Finamente se traza
d circulo S(E,D). Los circulos S(E,D) y S(D,C) seintersectanen F. Las
rectasL y JCF son paralelas (ver Figura 2).

Fig. 2
Lademostracion es simple. Basta notar que |CD| = |DE| =|EF|=|FC]|.

Una demostracién muy sencilla de que la suma de los angulos interiores de
un tridngulo suman 180°, se basa en la construccién de una recta paralela a
uno de los lados del triangulo. Consideremos el triangulo AABC y por €
punto C tracemos laparaelal alarecta JAB. EnlaFigura3, e angulo o
esigual a angulo CAB vy el angulo £ esigua a angulo ABC . Entonces
180" =a+ ACB+ # =CAB+ ACB + ABC.

Il
- A 4

Fig. 3
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Una demostracion més elaborada se obtiene a través de una reduccion.
Como un triangulo recténgulo es la mitad de un rectangulo, la suma de sus
angulos interiores es 180°. Asi €l resultado se obtiene del hecho de que un
triangulo cualquiera es la unién de dos tridngul os rectdngul os que no se tras-
lapan.

Los tres problemas de construccion tal vez mas importantes en la historia
de la matemética son la triseccion de un angulo, la duplicacion de un cubo y
la cuadratura de un circulo. El primero consiste en dividir un angulo dado en
tres angulos iguales utilizando sélo lareglay el compas. Resulta sorprenden-
te la dificultad de este problema si 10 comparamos con la biseccion de un
angulo gue aparece como la novena proposicion del libro |.

La duplicacién del cubo y la cuadratura del circulo son problemas del
mismo tipo. En ambos se pide construir una figura o un sélido que tenga €l
area o0 volumen de otro dado. Especificamente en la cuadratura del circulo se
reguiere construir un cuadrado cuya &rea sea igual a la de un circulo dado y
en la duplicacién del cubo se trata de construir un cubo cuyo volumen sea el
doble de otro dado. En los Elementos de Euclides aparecen varios problemas
de cuadraturas; por jemplo, en €l libro | la proposicion 42 pide construir un
paralelogramo que tenga area igua a la de un tridngulo y un éangulo con-
gruente a un angulo dado. La proposicion 14 del libro 1l se refiere ala cua
dratura de un poligono dado.

La construccion de poligonos regulares esta muy relacionada con el pro-
blema de dividir un angulo en partes iguales. Claramente, la construccion de
poligonos se reduce a dividir el dngulo de 360° en partes iguales. Ahora da-
remos algunos métodos para construir poligonos regulares.

La Proposicion 1 del libro | pide construir un triangulo equilatero que ten-
ga un segmento dado AB como uno de sus lados. Para construirlo notemos
gue dos vértices son los puntos A y B; €l tercer vértice es cualquieradelos
dos puntos de interseccién de los circulos S(A,B) y S(B,A). Un poco mas
complicada es la construccién de un tridngulo equilétero inscrito en un circu-
lo dado S(A,B). Para construirlo se traza € circulo S(B,A) que intersecta a
S(A,B) enlospuntos C y D. Ahorasetrazaé circulo S(C,D) que intersec-
taaS(A,B) en e punto E . El tridngulo cuyos vérticesson C, D y E, es
obviamente equil&tero (ver Figura 4(a)).
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[a) [b)

Fig. 4

La construccién del tridngulo equilétero en particular resuelve la triseccion
del angulo de 180° o del angulo de 360° . En general, la construccién de un

poligono regular de n lados se reduce a construir un angulo de (360/n)°.

La construccion del cuadrado es muy simple. La construccién del pent&
gono es equivalente a la del decagono. El pentagono se obtiene uniendo al-
ternadamente los vértices del decégono.

Proposicion 2.3. Construir un decagono inscrito en el circulo S(A,B).
Construccion: La perpendicular al segmento AB por € punto A corta al
circulo S(A,B) end punto C. Sea D €l punto medio del segmento AC. El
circulo S(D,|DB|) intersecta a rayo TCA en e punto E. Ahora trazamos el
circulo S(A,E) que corta a segmento AB en e punto F. El circulo
S(B,|AF|) intersectaa S(A,B) enlospuntos G y H. El angulo BAG mide
36" y GAH mide 72° (ver Figura 5).
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Fig. 5

Para la demostracion, supongamos que € segmento GB es tangente a
circulo S, que pasa por los puntos A, F y G. En este caso, € angulo
BAG esigua a FGB; por otra parte, FAG + FGA+180" — BFG =180°,
por lo tanto BFG=FAG+FGA=BAG+FGA y entonces BFG=FGA+FGB,;
como €l triangulo ABAG es istceles, setiene laigualdad ABG=AGB , pero
AGB=FGA+FGB y ABG=FBG , se concluye que BFG=FBG ; es decir €
triangulo AGBF esisoceles. Asi, GF=AF vy d triangulo AAGF esisbceles
y en particular FAG=AGF, lo cua implica que BFG=2FGB y como
2BFG+ FGB=180", setieneque BAG=36".

La demostracion de que € segmento BG es tangente al circulo S, des-
cansa en la Proposicion 37 del libro Il que afirma que larecta [BG es

tangente a circulo que pasa por los puntos A,F,G s B esun punto fuera
del circulo con la propiedad de que |BF ||BA|= |BG|2 . Demostremos ahora la
tltimaigualdad.

Por el Teorema de Pitégoras |AB|” =|BD|* ~|AD|* =|DE| ~| AD[" . Substi-
tuyendo |AB|=|AF|+|FB| en la iguadad anterior se obtiene
|AB|(|AF| +|FB|) = |DE[" - AD[" = (|DE] + | AD|) | DE| -| AD]) = | EC] | AF|
= (|AF|+|AB|)|AF|.
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De donde | AB||FB| = |AF|* =|BG|".

La construccion del pentadecagono regular se obtiene con la construccion
conjunta del triangulo equildtero y del decagono. En la Figura 4(b) construi-
mos sobre € segmento CF, €l angulo GCF de 36" (Proposicién 2.3). En-
tonces el angulo HCG mide 24° yaque ECD mide 60°. En general, s
podemos construir los angulos con medidas x, y, talesque x>y y z=x-y
divide a 360, entonces se puede construir € angulo z. Hasta fines del siglo
XVII1 los tnicos poligonos regulares construibles eran los de 3,4,5,15 lados,
junto con los que se obtienen por medio de la biseccion. En 1796 Gauss”
construy6 el heptadecagono y posteriormente enuncié que ““Un poligono
regular de nlados es construible si y solo si el méximo factor impar denes1
0 un producto de nimeros Erimos de Fermat distintos'. Este resultado fue
demostrado por L. Wantzel® en 1837. El problema de saber cuales son los
poligonos regulares construibles se redujo a conocer cuales son los nimeros
primos de Fermat. Un nimero primo de la forma 2* +1 se llama nimero
primo de Fermat”. Actuamente |0s tinicos niimeros primos de Fermat que se
conocen son 3, 5, 17, 257 y 65537 que corresponden an= 0,1,2,3,4, respecti-
vamente y no se sabe si el conjunto de primos de Fermat esfinito o no.

Si revisamos las construcciones que hemos realizado, hotamos que todo se
reduce a trazar puntos nuevos con regla'y compés partiendo de un conjunto
de puntos previamente determinado. Para hacer un trazo con una recta reque-
rimos a menos un punto y para hacer un circulo se necesita un punto para €l
centro y otro punto por el cua pasa, o bien un punto central y un radio; este
radio necesariamente se especifica por medio de un segmento definido por
dos puntos. Por gemplo, en laFigura5 seiniciaconlospuntos A y B , a
partir de los cuales se van construyendo lospuntos C, D, E, F, Gy H;
lainformacion deseada esta contenidaen lospunto A, B, H y G. Deeste
modo para saber cuales son los problemas de construccion que se pueden
resolver, debemos saber cuales son los puntos que podemos construir.

% C. F. Gauss (1777, 1855) como resultado de sus investigaciones sobre ecuaciones ciclotémi-
cas, él obtuvo condiciones para la constructibilidad con reglay compés de los poligonos regu-
gar&& Tenia 18 afios de edad cuando encontré que el heptadecagono es construible.

P. L. Wantzel (1814-1848) famoso por sus trabajos sobre |a resolucion de ecuaciones por
medio de radicales, también dio la primera demostracion de laimposibilidad de duplicar e
cubo y trisectar el dngulo con reglay compés. .

* Pierre de Fermat (1601-1665), conjeturd que Igs nimeros de laforma 22 +1 eran primos.
En 1732, L. Euler encontrd que 641 divide a 27 +1.
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2.3 Numer os construibles con reglay compas

En esta seccion se dard una caracterizacion de los puntos del plano que se
pueden construir con reglay compas si se inicia con un par de puntos. Esta
caracterizacion nos servira para demostrar laimposibilidad de la triseccion de
un anguloy de la duplicacion del cubo.

En €& plano elegimos una parga de puntos que denotamos con (O, O) y
(1,0) o con O y €, respectivamente. La distancia entre esos puntos la iden-
tificamos con la unidad. Unarecta es construible si pasa por dos puntos cons-
truibles. Un circulo es construible si su centro es un punto construible y pasa
por un punto construible. Identificamos con € gje de las abscisas a la recta
Oeg y con € eje de las ordenadas a la recta perpendicular a Og; que pasa
por el punto O. Un punto es construible si (i) es O o €, o (ii) eslainter-
seccion de dos rectas construibles, o (iii) es la interseccién de unarectay un
circulo construibles, o (iv) eslainterseccion de dos circulos construibles.

Un nimero es construible si es la abscisa de un punto construible. Deno-
temos con Q a conjunto de los nimeros racionalesy con QQ el conjunto de
todos los nimeros construibles.

Si ya hemos construido hasta los puntos (0,0), (1,0),..., (n,0), con n>0, &
punto (n+1,0) es la interseccion de S((n,0),(n-1,0)) con larecta JOe. En
forma andloga se demuestra que todos los puntos de la forma (n,0) con n<0
son construibles. Es decir, los nimeros enteros Z son construibles. Con ma-
yor generalidad, los racionales los construimos de la manera siguiente: Dado
e raciona a/b, construimos los puntos A=(a,0) y B=(0,b). Se traza la recta
paralelaa JAB por e punto €,=(0,1), que intersectaa JOe en un punto
X=(x,0). Los tridngulos AOAB y AOXe, son semejantes. Por |o tanto x=a/b.
El circulo S(O,(1,1)) intersectaa JOg en e punto (\/EO) por lo tanto /2
es congtruible. Estas observaciones demuestran |a siguiente proposicion

Proposicion 2.4. El conjunto Q es un subconjunto propio de QQ.
En laProposicién 2.5 se demuestra que € conjunto QQ tiene unarica estruc-
turaalgebraica.
Proposicion 2.5. El conjunto QQ tiene las siguientes propiedades:
1. S a b eQQ,entonces a+b €QQ,

2. S9a b ceQQyc=0,entonces ab eQQy a/c €QQ,
3. SaeQQya >0,entonces Va €QQ.
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Demostracion: Solo daremos la idea general, ya que los detalles son simples
y se dgjan d lector (ver Figura 6). Supongamos que a y b son nimeros no
negativos, que pertenecen a QQ. Se construye el punto (b,a) (Fig. 6(a)). El
circulo S((b,0),(b,a)) intersecta a {Og en dos puntos. El punto a la derecha
de (b,0) es (a+b,0) y € de laizquierda es (b-a,0). Asi, b-ay a+b son cons-
truibles. En laFigura 6(b), larectapor (0,b) paralelaalarecta §e,(a,0) inter-
secta a JOe en € punto (ab,0). Andlogamente, la recta por e, paraela a
7(0,b)(a,0) intersectaa JOe en € punto (a/b,0).

\ (0 k)
\ 01

o a0y

(ab,0)

(@ (b)
Fig. 6

Una cuestion muy importante es saber que tan grande es € conjunto QQ.
Si QQ es e conjunto R de los nimeros reales, entonces la triseccion del an-
gulo, la duplicacion del cubo, la cuadratura del circulo, etc. serian posibles
con solo reglay compés. En este caso podriamos por gjemplo, construir 7 y
entonces € circulo se podria cuadrar ya que dada su &rea a, su radio a/z
seria construible; o bien se podria construir el Cos(«/3) de cualquier angulo
a 'y entonces seria posible trisectarlo, ya que € tridngulo rectangulo con uno
de suslados igual a Cos(«/3) e hipotenusaigual 1 seriaconstruible.
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Una vez que se han construido los nimeros racionales, la forma de obtener
nuevos nUmeros consiste en:
i) Intersectar dos rectas que pasan cada una por dos puntos con coor-
denadas racionales, o

i) Intersectar una recta que pasa por dos puntos con coordenadas ra-
cionales con un circulo con centro en un punto con coordenadas racio-
nalesy que pasa por un punto con coordenadas racionales, o

iii) Intersectar dos circulos con centros que tengan coordenadas racio-

nalesy que pasen por un punto con coordenadas racional es cada uno.

Finalmente,

iv) L os nuevos nimeros son |as abscisas de los puntos de interseccion.
Esféacil demostrar que en el caso (i), € punto de interseccion tiene coordena
das racionales; por |o tanto ninglin nuevo nimero se obtiene en este caso. Sin
embargo, en los casosf@i) y (iii) los puntos de interseccion tienen coordena
dasdelaforma g+ pva, con p, g, a € Q. De este modo se obtienen nuevos
nimeros cuando a ¢ Q. Por gemplo, g+ pv/3 esun nimero construible no
racional. De hecho, QQ contiene a conjunto {q+ pVa |, p, a eQ}. Es il
introducir la siguiente definicion.

Definicion 2.1. Sea B un conjunto de nimeros reales que contiene al cero.
S acB y JaeB, al conjunto {q+ pVa |g, pe B} se le llama extension
cuadratica de B y la denotaremos por B(+/a ).

Los elementos de los conjuntos Q(+/a ), donde a e Q son construibles y
cada conjunto Q(+/a ) tiene las propiedades enunciadas en la Proposicion 2.2.
Esto se obtiene de las ecuaciones siguientes,

(b+c\/5)(a+,6’\/5) (ba+aﬂc)+(0a+b,6’)\/5,
(b+ c«/a)_l ;(b—c\/a), (0.1)

b’ —c’a
(b+cva)+(a+pa) = (b+a)+(c+pB)Va

Entonces podemos repetir el proceso (i)--(iv), utilizando una extension
cuadrética Q(~/a ) en lugar de Q y en forma andloga, se obtendran nuevos
puntos construibles de la forma a+p\y, con «a, g, ye Q(Ja) y
J7 ¢Q(Ja) . Es decir, puntos construibles que pertenecen a una extension

cuadrética Q(v/a )(/y ) de Q(v/a). La extensién cuadrética Q(~v/a )(+/7 )
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generalmente se denota por Q(+/a \/; ) y decimos que es una extension ite-
rada de Q. De este modo se demuestra que |os puntos de cualquier extension
iterada Q( /a3, )=Q(y/a,/a, 1 )(y/a, )son nmeros construibles. Por
otra parte, como cada punto construible P se obtiene como e punto P, de
una sucesion de puntos B, B,,---,P,, donde cada punto P es(0,0), o (1,0), o
se pudo obtener como:

Interseccion de dos rectas, cada una de las cuales pasa por puntos P, B
con jk<i,o

Como interseccion de unarecta que pasa por puntos P, B conj, k<i, y un
circulo con centro en un punto B y que pasapor P, con I,m<i, o

De la interseccion de dos circulos, cada uno de los cuales tiene centro en
un punto B y quepasapor P, con I,m<i.

El punto P, se obtiene con el proceso anterior empezando con (0,0) y (1,0)
y por lo tanto sus coordenadas estan en una extension iterada E; de Q. Del
mismo modo, el punto P, se obtiene de una sucesion que inicia en (0,0) y
(1,0) y terminaen P, y por lo tanto tiene coordenadasen E; o en unaexten-
sion cuadréticade E, y asi sucesivamente. De este modo podemos enunciar
€l siguiente teorema.

Teorema 2.1. Todo ndimero construible pertenece a una extension iterada de
los nimeros racionales.

Esta es una caracterizacion muy Util para demostrar la imposibilidad de
muchos problemas de construccién con reglay compas.

3.4 Laimposibilidad de la triseccion deun anguloy la
duplicacion del cubo

Un cubo cuya arista mide 2%l tiene el doble del volumen de un cubo cuya
arista es |. Por lo tanto construir un cubo con el doble de volumen de uno
dado es equivalente a construir € nimero 2“3, Observemos que 2'° esraiz
dela ecuacion

x*—2=0. (4.1)

El é&ngulo 7/3 es construible, ya que es igual a un angulo interior del
triangulo equilatero. Si este angulo fuera trisectable entonces se podria cons-
truir el nimero 7 /9 y por lo tanto seria construible el nimero cosz/9. An-
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tes de demostrar que cosz /9 no es construible, se vera que 2 cosz/9es raiz
de laecuacion

x> —3x-1=0. (4.2)

En efecto, seay= 7 /9, entonces utilizando |as identidades trigonométricas

cos(a+ ) =cosacosf—sena senp, (4.3)
sen(a+ ) =senacosf+senficosa, (4.4)

setiene que
cos3y=1/2y cos3y=CoSycos2y—senysen2y
=cosy(cos’ y —sen’y) —sen y(2sen ycosy).
Substituyendo en estaexpresion  sen’y por 1—cos’ y, resultaque
1/2=cos® y—cosy+cos’ y—2cosy + 2cos’ y = 4cos’ y —3cosy. O equiva-
lentemente, 8cos® y—6cosy—1=0.Esto significa que x=2cosy es raiz de
(4.2).

La imposibilidad de resolver los dos problemas planteados se reduce a
demostrar que las ecuaciones (4.1) y (4.2) no tienen soluciones construibles;
o dicho de otra manera, las raices de los polinomios correspondientes no
pertenecen a ninguna extension iterada de los nimeros racionales (ver Teo-
rema3.1). Esto se demuestraen lasiguiente proposicion.

Proposicion 2.5 Las ecuaciones (4.1) y (4.2) no tienen raices en ninguna
extension iterada de Q.
Demostracion: Evidentemente la ecuacion (4.1) no tiene raices racionales.
Supongamos que a/b, con ay b primos relativos, es una raiz racional de
(4.2). Al substituir en la ecuacion y después de simplificar se obtiene
a®=Db(3ab+b?) ; lo cua esimposible yaque ay b no tienen factores comu-
nes. Asi queda demostrado que (4.2) no tiene raices racionales.

Consideremos la ecuacion (4. 1) ngamos que laraiz 32 2 pertenece a
la extension |terada F=Q(/a, \ZL no pertenece a

2

E:Q(\/a,\/g anl) Entonceﬁ a+b q, con a b genE S
substituimos en (4 1) encontramaos que
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Ja- 2-a’-3ab’q
3a’b+b’q
Note que la parte derecha de esta igualdad pertenece a E. Esto es una contra-
diccion yaque \/a no estaen E. Se concluye que Y2 no pertenece a ninguna
extension iterada de Q.
Como en €l caso anterior, supongamos que Xx=a+ b\/a esunaraiz de

(4.2) que pertenece aF y no esta en E. Nuevamente se llega a una contradic-
cion, yaque de lasubstitucion en (4.2) sellegaalaigualdad
Ja- 1+3a(1-b*q)-a’
3dBa’-1)+b’q '
cuya parte derecha es un elemento de E, pero \/a no estaen E.

El argumento de la demostracion anterior se puede generalizar de la
forma siguiente. Seay la tercera parte de un angulo 4; es decir 6=3y.
Si o =cosf, entonces x=cosy satisface la ecuacion

4%’ -3x=aq. (4.5)
Con lanotacién utilizada en la demostracién de la Proposicion 2.5, tome-
mos X=a+ b\/a , unaraiz de (4.5). Como antes se obtiene

a—a’—3ab’q
_2-8 -4 46
Ja 3a’b+b’q (46)

De estaigualdad se concluye el siguiente teorema.

Teorema 2.1. Sea o =cosé . El angulo 8 no se puede trisectar s ¢ €Q y
la ecuacion (4.5) no tieneraizracional.

El procedimiento utilizado para analizar la triseccion de un angulo y la du-
plicacion del cubo, se puede usar para tratar € problema de la construccion
de un poligono regular de n lados, o equivalentemente, de la construccion de
cosy con y=2rz/n.Sea x=cosy. Delaigualdad cosny=1 y con laayu-

da de la identidades trigonométricas (4.3) y (4.4) , se demuestra que X s so-
lucion de una ecuacion polinomial

ax" +a, X"+ +ax=1 (4.7)
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con coeficientes a €Z,i=1---,n. Para demostrar que X no se puede cons-
truir, debemos probar que la ecuacion (4.7) no tiene raices en ninguna exten-
sion iterada de Q. Esto se reduce a demostrar que no tiene raices racionales,
ya gue en este caso X no puede pertenecer a ninguna extension iterada de Q
debido aques x=a+b/q entonces \/q=R(a,b,q), donde R es una fun-
cion racional.

Veamos ahora una demostracion de que el heptagono regular no se puede
construir. Después de algunas manipulaciones algebraicas’® -basadas en las
identidades (4.2) y (4.3)-, se observaque x=cos2z/7 satisface laecuacion

h(x) = 64x" —112x°> - 56x°> — 7x—1=0.
Note que s h(x) reducible entonces h(x+1) es reducible. En efecto,
h(x) =r(x)s(x) = h(x+1) =r(x+1)s(x+1) . Consecuentemente, para saber
que €l polinomio h(x) no tiene raices racionales, basta demostrar que h(x+1)

esirreducible sobre Q . Para esto se utilizara el Criterio de Eisenstein que se
enuncia a continuacion.

Teorema 2.2° Sea f(x)=a X" +---+aXx+a, un polinomio con coeficientes
enteros. Supongamos que existe un primo p tal que p dividea ay,a,,---,a, ;,
pnodividea a, y p* nodividea a,. Entonces f(X) esirreducible sobre los
racionales

El polinomio h(x+1) es
64X +448x° +1232x° +1680x" +1064x> + 56x° — 287x—112.
Se verifica fécilmente que satisface las condiciones del Teorema 2.2 con
p=7y por lo tanto esirreducible.

3.5 Algunas notas historicas

Aunqgue los griegos no pudieron demostrar la imposibilidad de la solucién de
los problemas mencionados, sus esfuerzos por resolverlos los llevaron a en-
contrar algunas construcciones alternativas. Por ejemplo, observaron que la

°Lassi mplificaciones se realizaron con a ayuda de Mathematica.
® El lector interesado puede ver la demostracion en (Herstein, 1975).
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duplicacion del cubo era equivaente a encontrar la interseccién de la hipér-
bola

xy =217, (5.1)
con la parébola

xZ=ly, (5.2)
ya que la solucion de estas dos ecuaciones esta dada por x° = 2I°. Por otra
parte este punto de interseccion esta ligado a problema de construir las me-

dias proporcionales de dos nimeros dadosa y b. Recordemos que las me-
dias proporcionales de los nimeros a y b son dos nimeros x, y, talesque

_y
=3 (5.3)

De aqui se obtienen las igualdades xy=ab, x*=ay, las cuales se convierten
enlasigualdades5.1y 5.2, s a=I y b=2l.

Muchos métodos propuestos en la antiguedad para duplicar € cubo se ba-
saron en la construccién de las medias proporcionales. Es interesante analizar
la construccion de Herdn tal como aparece en su obra Mecanica. Sean AB y
BG dos segmentos perpendiculares de cuyas longitudes se desea encontrar
sus medias proporcional es. Completamos el rectingulo ABGD

G B

Fig. 7
y setrazan losrayos TDG y TDA vy los segmentos BD y GA (Fig. 8).
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Ahora colocamos una regla que pase por el punto B y larotamos hasta que
los segmentos EH y HZ seaniguales, donde E y H son los puntos donde
lareglacortaalosrayos TDG y TDA, respectivamente.

E

D A z
Fig. 9

Entonces |AZ| y |GE| son las medias proporcionales de |AB| y |BG|.

mos una demostracion que sigue muy de cerca la propuesta por Heron'. Sea
6 € punto donde larecta perpendicular a DE que pasapor H, intersectaa
DE. = Como |G| JD¢9| y |DE[=|Dg|+|0E[,  se tiene que
o E| =|DE||GE|+|6G|"; s agregamos |H0| a ambos lados de esta igual-
dad resulta que

|EH|" = |DE||GE| +|GH|".

" Heron of Alexandria (10?, 75?) gedmetra importante y prolifico escritor. Algunas de sus
obras son: Dioptrica, Neumética, Belopoeica, Mecanica, Geometriay Métrica. En este Ultimo,
aparece la famosa férmula para el aea A de un tridngulo de semiperimetro s

A= s(s—-a)(s—b)(s—¢) .
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Andlogamente,

[HZ[" =[DZ |27 +[HAT"

Recordando que |EH|=|HZ| y que |GH|=|HA|, se llega a
|DE||GE| =|DZ||ZA . O equivalentemente,

|DZ| |GE|
—=r— (5.4)
[DE| [AZ|
Por semejanza de tridngul os se obtienen las igual dades |DZ| = |AZ| = |GB|
|DE| |AB| |GE|
entonces por (5.4)
o8 |G| _|Az| 65
[GE| [AZ] [AB

Con esto se demuestra que |GE| y |AZ| son las medias proporcionales de
BG|y |AB.

Entre los muchos instrumentos que se disefiaron para construir las medias
proporcionales se encuentra e muy famoso Mesolabio de Eratostenes’. Este
aparato consiste de tres rectdngulos iguales ABCD, ABCD vy
A“B7C’D”, delos cuaes € primero se puede deslizar sobre el segundo y
este sobre el tercero. Un hilo tensado mediante un peso que cuelga de uno de
sus extremos, une el punto A con € punto E eintersecta a las diagonales
AC y A'C” en F y G, respectivamente. Los rectdngulos se acomodan
de modo que & segmento BC pase por F y & segmento B'C" pase por G.
Las magnitudes |FC| y |GC'| son las medias proporcionaes de DAl y

8 Eratostenes de Cyrene (276 ac, 194 ac) matemético y fil6sofo popularmente conocido por su
famosa criba de nimeros primos y por haber medido con gran exactitud la circunferenciade la
tierra.
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|C"E|. En la Figura 10 se muestra la posicion original del mesolabio y la
posicion final después de localizar los puntos F y G.

A B A B° A~ B~
E
D C D C D C
@
A A B A B B~
F &
i G
E
D D C D” C C

(b)
Fig. 10

El rectangulo de Platon es otro instrumento que sirve para construir las
medias proporcionales de dos magnitudes |OA y |OB|. Este aparato es una
escuadra de lados L, y L, alaque se le ha agregado un tercer brazo que
corre ortogonalmente a uno de sus lados (digamos, a lado L,). Para cons-
truir las medias proporcionales se dibujan perpendicularmente a partir del
origen O del plano cartesiano, los segmentos OA y OB. Laescuadray €
lado corredizo se mueven hastalograr que el lado L, pase por € punto A y
que el vértice del dngulo recto entre L, y L, coincidacon el semirrayo TBO
enun punto C y simultdneamente, que el lado corredizo pase por B y que
el vértice del angulo recto que formacon L, coincida con el semirrayo TAO
enun punto D. Las magnitudes |OC| y |OD| son las medias proporcionales
de |OA y |OB|. (Ver Figura11).
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Fig. 11

Diocles (entre 250 y 100 a.c.) utilizo6 la curva conocida como Cisoide, para
encontrar la media proporcional de 2 nimeros (longitudes). Dado un punto X
en €l circulo S;= S(C, r), tomemos la recta L tangente a S, por € punto dia-
metralmente opuesto a X. Sea R un punto de L; e segmento XR corta a
circulo S; en un punto Q. La cisoide se define como € lugar geométrico de

los puntos P e XR, tal que |XP|=|QR], cuando R varia sobre L (ver Figura
12()).

@) (b)
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Veamos ahora larelacion de esta curva cisoide con la solucion del sistema

de igualdades a_x_y . Consideremos € rectangulo OACB con lados
Xy
OA=ay OB=b (ver Figura 12(h)).

Sea X e punto sobre el rayo TBO tal que |OX|=x. En TBC setomael
punto Y tal que |[CY|=y. Los puntos X, Ay Y estan aineados dado que

:%. Sea Z € cuarto vértice del rectangulo con lados XB y BY. Como
X

=— , losangulos ZAH y AXO son iguales. De lo que se sigue que €l an-

x|l x|o

gulo ZAX esrecto.
Sea S, € circulo con diametro XB y Q €l punto de interseccién de XY con

Sq. Obviamente, €l angulo XQB es recto; por lo tanto los triangulos YQB y
ZAX son congruentes. Asi, | XA =|QY| y entonces A esta sobre |a Cisoide de
Diocles.

Una modificacion del rectangulo de Platdn nos permite disefiar una ma-

guina que consiste de varillas articuladas y correderas para construir la ci-
soide de Diocles (Figura 13).
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Cuando & segmento FA gira arededor del punto fijo F, € punto A describe
un circulo que pasa por C. Este movimiento de giro hace que la escuadra H
rote alrededor de C. Al mismo tiempo, la escuadra G se mueve manteniendo
su vértice R sobre larecta L. Los puntos Ay P se mueven alo largo de los
brazos de ambas escuadras. El punto P describe la cisoide de Diocles. En la
Figura 13 se muestra un segmento de esta curva.

En el cuadro de abgjo se muestra un modelo de esta maguinatal y como se
exhibe en el museo universitario de historia natural e instrumentos cientificos
delaUniversidad de Modena, Italia

Fig. 14

Sabemos pues, que no todo angulo se puede trisectar. Sin embargo, existe
un método muy sencillo para triplicar cualquier &hgulo. Tomemos el éngulo
formado por los semirrayos L1y Lo, que se intersectan en € punto O (ver
Figura 15). Con centro en un punto A de L, se traza un circulo que pasa
por O eintersectaal; en e punto B. Ahora, € circulo con centroen B y
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que pasa por A, cortaal, en e punto C. SeaL; e semirrayo TBC ; es fécil
demostrar que e angulo LL, es el triple del angulo L, L,° Notemos que en
esta construccion se tiene que OBD es un angulo recto, siendo D e punto
donde el circulo S(A,|OA)) cortaal.,.

Supdngase ahora gque para trisectar € angulo LiL 3, se invierte el proceso

anterior. Se toma un punto C sobre el semirrayo L3y € problema consiste en
determinar el punto O sobre la prolongacion del semirrayo L; de modo que
(toc) L, seaun tercio de L,L3. Observe que las propiedades que determinan
a punto O son:

i. D esta sobre e semirrayo L4 que pasa por el vértice B de LiLs y es
perpendicularal;.

ii. Ladistancia |OD| esigual a 2|CB|.

L4 3

Estos puntos conforman un caso particular de un problema conocido co-
mo problema de Pappus. dados un angulo recto LiL4, una longitud d y un

punto C, congtruir unarecta L, que pase por C de modo que |OD| =d, donde

Dy O son las intersecciones de L, con L, y la prolongacion de Ly, respecti-
vamente.

°Los triangulos OBA y ABC son isosceles. Entonces, se tienen las siguientes igualdades de
angulos; 2 OBA+OAB= OAB+BAC, OBA+ABC+ TBC L, =2BAC+ ABC.
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Para encontrar € punto O, Nicomedes (280-210 ac) marco en una regla
dospuntos Sy T aladistanciad y alineada con el segmento ST abrid sobre
laregla unacanal en lacua se dedliza el punto C, mientras el punto S corre
sobre larecta L4. Entonces el punto T traza una curvallamada Concoide (de
Nicomedes). El punto O es la interseccion de la Concoide con la recta que
determina L, (ver Figura 16).

Fig. 16

En 1619, Descartes inventa un trisector que consiste smplemente de 4 ba-
rras largas que giran arededor de un vértice A y de 4 barras mas pequefias
de la misma longitud; éstas se unen para formar una estructura como €l de la
Figura1l7. Lospuntos A, B, Cy D equidistan del vértice O y permiten el giro
de las barras pequefias. Los vértices F y G, corren alo largo de sus respecti-
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vas barras. Para trisectar un éngulo o, basta colocar los brazos OA y OD
sobre sus lados. Cada uno de los angulos AOB, BOC, COD es un tercio de a..

2.6 Conclusion

En las paginas anteriores se ha visto como a lo largo de la historia se han
construido una diversidad de instrumentos y mecanismos para trazar curvas o
resolver problemas geométricos. El mangjo y andlisis de este tipo de instru-
mentos abre caminos interesantes de explorar, en la blsqueda de medios di-
décticos que le permitan al estudiante fortalecer su pensamiento matemdtico.
En lainteraccion entre geometria, dgebra e instrumentos se pueden encontrar
magnificos problemas, cuyo planteamiento no requiere de grandes conoci-
mientos técnicos previos y su solucién permite elaborar métodos propios y
recorrer niveles diversos de formalizacion. Por lo tanto pueden servir para
gue €l estudiante desarrolle un pensamiento critico y creativo, se entrene en
la bdsqueda de conexiones entre temas relacionados y mejore su habilidad de
comunicacion. En los capitulos siguientes se encuentran algunas propuestas
en estadireccion.
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3.1 Introduccioén

Desde la antigiiedad, la multiplicacion de cantidades ha dado lugar a proble-
mas de algoritmica relacionados con los sistemas de numeracion. En particu-
lar, el uso de la base decimal (aporte indoarabico) produjo importantes cam-
bios en los métodos aritméticos y representé un avance notable en compara-
cion con otros sistemas de numeracion, como el sistema romano o griego.

En occidente el sistema decimal fue introducido por Cardano y Vieta, entre
otros. En 1494, Luca Pacioli (también conocido como Luca di Borgo) (1445-
1514?, 1509?) publica en Venecia, Summa de Arithmetica, Geometria, Pro-
portioni et Proportionalita, donde consigna ocho algoritmos de multiplica-
cion (dos de ellos se mencionan mas adelante). Estos métodos fueron los an-
tecesores del algoritmo actual de multiplicaciéon y constituyeron un avance
notable en la aritmética practica. Johanes Napier destaca con un método que
prefigura la mecanizacion de la aritmética actual (Blaise Pascal inventd varios
afnos después la primera sumadora mecanica antecedente de las actuales calcu-
ladoras electronicas: la Pascalina). El método de Napier se basa en un arreglo
ingenioso de las tablas de multiplicar impresas sobre barras, de modo que co-
locadas adecuadamente permiten obtener con rapidez el resultado de multipli-
car dos numeros de varios digitos. A tales barras se les conoce como los Hue-
sos de Napier en honor a su autor, debido a que habian sido construidas en
marfil.

3.2 Métodos de multiplicacion

Durante mucho tiempo los matematicos se habian preocupado por la realiza-
cion de la multiplicacion de nimeros muy grandes —operacion muy frecuente
en los célculos astrondmicos y consecuentemente en la navegacion— lo cual
consumia una cantidad enorme de esfuerzo y tiempo del calculador. A finales

* Los nombres de los autores aparecen en orden alfabético.
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del siglo XVI se tenian diversos métodos para realizar la multiplicacion de
numeros grandes. Algunos de los métodos consistian en el uso de la prostafé-
resis, es decir, en el cambio de la multiplicacidon por la adicion o sustraccion.
Para simplificar los procedimientos de calculo (por lo general muy tediosos),
se utilizaban tablas que compilaban célculos basicos. Por ejemplo, un método
ya conocido por los babilonios se basaba en la identidad
ab=Yi(a+ by’ -(a-b)), 1)
la cual se comprueba al desarrollar los cuadrados. Ellos también usaron la ex-
presion
ab=[(a+ b)>—a’-bF /2,

y compilaron tablas de cuadrados de ntimeros para facilitar la multiplicacion
de dos nimeros. Este método fue usado atn en el siglo XIX; en Francia en
1856 se editaron unas tablas compuestas por Alejandro Cossar tituladas: Ta-
blas de los cuadrados de nimeros del 1 al 1000 millones, con ayuda de la
cual se halla € producto exacto de nimeros mediante un sistema sencillo en
extremo y mas comodo que el de logaritmos. De acuerdo con la obra, el resulta-
do al multiplicar dos nimeros es mas exacto que el que se obtiene con los logarit-
mos. Sin embargo, el ambito de aplicacion de los logaritmos es mucho mas amplio,
pues permiten hacer multiplicaciones de mas de dos factores, asi como calcular
raices fraccionarias. Por otro lado, las propiedades funcionales de los logaritmos
hicieron posible desarrollos tedricos posteriores, asi como un grado de precision
arbitrariamente alto, tan sélo restringido por el calculo manual y la manipula-
cion de series geométricas y aritméticas. En suma, el concepto de logaritmo
tuvo mayor trascendencia que los meros métodos prostaferéticos.

Otro método antiguo de multiplicacion fue el método egipcio, consistente
en dividir entre dos y duplicar; otro método similar fue el algoritmo ruso.
Ambos algoritmos usan la aritmética binaria.

El método egipcio

El método mas antiguo de multiplicacion que se conoce se basa en la dupli-
cacion sucesiva y tuvo su origen en Egipto. En el papiro de Ahmes que data
del 1850 a.C. se recomienda realizar la multiplicacion de la siguiente forma:
Si por ejemplo, se desea 41 por 59,

1. Se colocan los niimeros encabezando dos columnas

41 59
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2. Se repite el primer nimero de la segunda columna. Se duplica el nimero de
la segunda columna tantas veces como sea necesario, de acuerdo con lo que
sigue. En la primera columna, debajo del ntimero inicial se coloca el 1, des-
pués el 2, luego el 4 y asi sucesivamente, hasta que se llega a un nimero cuyo
doble es mayor que el nimero inicial.

41 59
1 59
2 118
4 236
8 472

16 944

32 1888

El proceso se detuvo pues el doble de 32 es 64.

3. Se procede a realizar las siguientes sustracciones con los numeros de la
primera columna.

41-32=9, 9-8=1, 1-1=0.
Es decir, se resta de 41 el mayor nimero de la columna izquierda, 32.
Al residuo 9, se le resta el mayor nimero de la columna izquierda que es me-
nor que 9, es decir, 8.
Del mismo modo, al residuo 1, se le resta el 1, terminando aqui el proceso.
Obsérvese que

41=32+8+1.

Otra manera de ver este proceso es “reconstruir” el factor 41 mediante los
numeros de la primera columna, de abajo hacia arriba:

41 =32+ “algo”  que no puede ser 16 porque se pasa, entonces
41 =32 + 8 + “algo” que no puede ser 4 porque se pasa, entonces
41 =32+8+1 finalizando la “reconstruccion”.

4. Se suman los nimeros en la segunda columna correspondientes a 1, 8 y 32,
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41 59
1 59 *
2 118
4 236
8 472 *
16 944
32 1888 *
2419

El resultado es 2419.

A continuacion daremos una justificacion formal del algoritmo egipcio.
Sean a y b, los nimeros enteros no negativos que se van a multiplicar. En
representacion binaria

a=a,+a2+a,2 +..+a2“ con a=06 1.
Entonces
ab=a,(b) +a (2b) +---+a,(2*b).
Los ntimeros entre paréntesis forman las duplicaciones sucesivas del nil-

mero b que forman la segunda columna en el algoritmo (véase la tabla abajo).
En la columna bajo el nimero a aparecen las potencias de 2.

A b

1 b

2 2b
2? 2’b
2 >

Si ahora multiplicamos los elementos de la primera columna por los coefi-
cientes correspondientes de la expansion binaria de a habremos “reconstrui-
do” al nimero &, como se muestra en la siguiente tabla
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a b
a9 X 1 b
a; X 2 2b
X 2 2°b
Ay X 2 2b

a=a,+a2+a,2" +..+a2"

Como los coeficientes g son 0 6 1, solo aquellos que son iguales a 1 son
los que apareceran explicitamente en dicha suma, esto es equivalente a haber
marcado los coeficientes que habran de sumarse en la Gltima columna:

a b
1 1 b *
0 2 2b
1 22 22p *
061 2 2*p * 0 sin marcar

ab=a,(2b)+a (2°b)+...+a (2b)

Esto justifica el algoritmo.

El método ruso

Para multiplicar 24x18 se usan las siguientes reglas
1. Se escriben los dos numeros al principio de dos columnas.
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Primera Segunda
24 18

2. Se duplica el nimero de la primera columna y se divide entre dos el nimero
de lasegunda columna.

24 18
48 9
3. Si el nimero en la segunda columna es par, se marca todo el renglon
*24 *18
48 9

4. Se continua este proceso de duplicar, dividir entre dos y marcar hasta que
el nimero en la segunda columna sea 1.

*24 *18
48 9
*96 *4
*192 *2
384 1

5. Se suman los numeros no marcados de la primera columna

*24 18
48 9
96 *4
192 )
384 1
432

Como el algoritmo ruso es tan s6lo una modificacion del método egipcio, la
justificacion matematica y se encuentra en la unicidad de la expansion binaria
y la propiedad distributiva de la multiplicacion respecto de la suma.

Escrito en italiano, la Summa de Arithmetica, Geometria, Proportioni et
Proportionalita es uno de los primeros libros impresos sobre matematicas
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que es considerado una enciclopedia de los conocimientos matematicos aun
en el siglo XV y sirvid de base para el ulterior desarrollo de las Matematicas
en Europa. En él se describen dos métodos populares de multiplicacion: el
método del tablero y el método de la celosia. A continuacion se describe el
primero.

El méodo del tablero

Comenzaremos con un ejemplo simple. Multipliquemos 365 x 2.

Escribamos los sumandos de la multiplicacion

365 x 2 =(300+ 60 + 5) x 2 =600 +120 + 10 en filas alineadas por la dere-
cha

Tabla 1

1 |0
1 (2 |0
6 |0 |0

Sumando por columnas obtenemos el resultado 730.
Veamos un ejemplo mas complicado. Multipliquemos 365 por 2001.

Realicemos el siguiente arreglo: en la primera fila se coloca uno de los
factores, digamos 2001. Se multiplica 1 x 365 = 365 y se escribe en diagonal
en direccion Noreste — Suroeste comenzando por las unidades. Se contintia
multiplicando el siguiente digito del factor 2001, es decir, O por 365. El resul-
tado 000 se dispone en la misma manera que antes, excepto que se desplaza
un lugar a la izquierda. Ahora se multiplica el tercer digito de 2001, es decir,
0 por 365. El resultado 000 se dispone en la misma manera que antes, excep-
to que se desplaza un lugar a la izquierda. Finalmente se multiplica el ultimo
digito de 2001, es decir, 2 por cada digito de 365. El resultado 6 , 12 y 10, se
dispone nuevamente en diagonal (siguiendo estrictamente la regla), escri-
biendo los digitos correspondientes a las decenas a la izquierda de las unida-
des como se muestra en la region sombreada
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Tabla 2
L[ 2 Jo Jo |1 |
5
6
3
0
0
0
0
0
1 0
1
6

17 [3 Jo [3 ]6 [5 |

Finalmente, para obtener el resultado se suman los numeros por columnas a
partir de la segunda fila. En este ejemplo, el producto es 730365.

Este método de multiplicar es en esencia —salvo algunas variantes- el que
utilizamos actualmente. Puede reconocerse si reordenamos la tabla en el modo
familiar

2 0 0 1
x 3 6 5
3 6 5
0 0 O
0 0
1 0
1
6
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A continuacion se justifica por qué funciona este algoritmo en el caso particu-
lar
365x2001  =365x(2x10°+0x10*+0 x 10" + 1)

= 365x2x10°+365x 0x10°+365x0x 10"+ 365 % 1
(365 x 2) x 10° + 000 x 10>+ 000 x 10" + 365 x 1
= (365 x 2) x 10° + 00000 + 0000 + 365

Observe que los ultimos tres sumandos aparecen en la subtabla de la Tabla 2,

5 5
6 6
3 3 0
0 que si se rellenan las diago- 0
0 nales con ceros a la derecha 0 0
0 queda: 0 0
0 0
0 0
0 0

Finalmente (365 x 2) se ha calculado en la Tabla 1. El factor 10° en el su-
mando (365 x 2) x 10° del producto 365 x 2001, indica que debemos insertar
la Tabla 1 debajo de la subtabla ultima, pero desplazando 3 lugares a la iz-
quierda

Tabla 3
5
6
3 0
0
0 0
0 0
0
0
0
1 (0
1 |2 |0
0 (0
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Observe que las Tablas 2 y 3 difieren tan sélo por ceros a la derecha y no
afectan la suma por columnas.

Veamos otro ejemplo: Multipliquese 5678 x 23.
Primero multipliquese 5678 x 3 como se muestra en la tabla

L[5 ]6 |7 |8 |
2 |4
2 |1
8

B

[t [7 Jo [3 |4 ]

Ahora multipliquese 5678 x 2 siguiendo el mismo método

L[5 [6 [7 [8 ]
1 [6
1 |4
1 |2

1 |0

[t 1 ]3 [s |6 ]

El resultado de multiplicar 5678 x 23 se obtiene si sumamos los resultados
parciales 5678 x 2y 5678 x 3, pero transladando la segunda un lugar a la
izquierda, respecto de la primera

1 |7 |0 |3 |4
1 |1 |3 |5

(L [3]o[s [5 ]+ |
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Ambas multiplicaciones se pueden disponer en una misma tabla como sigue

L[ [s]6]7]8 |
2 4
2 |1
1 [8
E
1 |6
|4
e
1 [0

(L [3]o[s [5 ] |

El método dela celosia

Como primer ejemplo se pide multiplicar 2001 x 365

Se construye una tabla con el mismo numero de columnas que digitos del
primer factor 2001, es decir 4, y el mismo ntimero de filas que digitos tiene el
segundo factor 365. En este caso, 3. Colocamos encima de la tabla el primer
factor y a la derecha de la tabla el segundo factor en forma de columna. Cada
celda se divide por una diagonal.

Comenzamos por multiplicar el digito de la izquierda de 365, es decir 3, por
cada uno de los digitos de 2001, colocando el resultado en la primera fila.
Cada resultado parcial se escribe en el tridngulo inferior si éste es menor que
10, haciendo uso del tridangulo superior para las decenas. Los triangulos va-
cios se llenan con cero. El resultado se obtiene sumando los niimeros de la
tabla en diagonal en direccion Noreste — Suroeste comenzando por la esqui-
na inferior derecha. Las sumas que se obtienen: 5, 6, 3, 0, se continllan en
direccion de las manecillas del reloj para completar con 3,7. El resultado fi-
nal se lee en la direccion contraria de las manecillas del reloj 2001 x 365 =
730365.
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2 0 0 1
0 0 0 0 3
6 0 0 3
1 0 0 0 6
7 2 0 0 6
1 0 0 0 5
3 0 0 0 5
0 3 6 5

Si la suma de una diagonal es mayor que nueve, se escribe el nimero de uni-
dades y las decenas se agregan a la siguiente diagonal.

Este método puede considerarse una deformacion geométrica del método del
tablero. Decimos “geométrica” porque se compone de una transformacion
topologica de la tabla que no modifica las sumas. En efecto, en la siguiente
figura, la suma por diagonales en la tabla de la izquierda corresponde a la
suma por columnas en la tabla de la derecha.

2 10 10 1 5

A

T
0

3/%/

0 (3 |6

W
o

\

[}

oo
o

)

R\

/
/
/|
5

17 [3Jo[3]6]5 |

Celosia Tablero
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3.3 Los huesos de Napier

El método de multiplicacién desarrollado por Napier consiste en un procedi-
miento mecanico que fue usado durante mucho tiempo y es conocido como
Huesos de Napier, el cual puede ser considerado como la primera maquina de
calcular. El proceso comienza con una serie de tablas arregladas de tal forma
que proporciona un verdadero algoritmo para realizar multiplicaciones de nua-
meros. Esta invencion fue publicada en 1617, después de la muerte de John
Napier, bajo el titulo Rabdologie, sev numerationis per virgulas libri duo,
Edimburgo. La palabra Rabdologia proviene del griego (pafdoo, varilla) y
(Aoyia, coleccion). En 1667 se hizo una traduccién al inglés por W. Leybourn
The Art of Numbering by Speaking Rods: Vulgarly termed Nepeir’s Bones,
donde se usa una falsa etimologia al no reconocer el uso de Napier de la pala-
bra Aoyia [1Las varas para calcular fueron hechas de marfil, lo cual explica
por qué son conocidas como huesos de Napier. El trabajo principal sobre los
huesos se encuentra en Rabdologie. A continuacion se explica como se puede
reducir la multiplicaciéon a simples adiciones con la ayuda de los huesos de
Napier, pero antes se da una descripcion de diez huesos.

Si se tienen diez huesos, los cuatro primeros se marcan de la siguiente ma-
nera. Obsérvese que hay dieciséis caras. En la parte inferior de los cuadrados
de la primera cara (es decir, de la cara que se tiene al frente) se colocan ceros.
Esto vale para cuatro de las dieciséis caras.

Si se voltea cada una de las barras de tal manera que la tercera cara quede al
frente pero de abajo hacia arriba, se escriben los productos de 9 por 1, 2, 3, 4,
5,6,7,38,9; es decir, se escriben los nameros 9, 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81.
Esto vale para otras cuatro caras de las dieciséis con lo cual s6lo quedan ocho
caras para los restantes ocho digitos (véanse Figuras 1 y 2).
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Un hueso consiste de una barra oblonga con cada una de las

cuatro caras rectangulares marcadas adecuadamente con nua- 3
meros. Cada cara de una barra se divide en diez cuadros de
igual longitud. En el cuadrado superior se coloca alguno de 0
los digitos del 1 al 9 (en el ejemplo que se muestra a la dere- 3
cha se escogio el 3). Los siguientes nueve cuadros se han di- 0
vidido a la mitad por lineas diagonales y en éstos se colocan 6
los multiplos del digito escogido, ocupando la mitad inferior 0
para las unidades y la mitad superior para las decenas. Las 9
caras se numeran en el sentido de las manecillas del reloj 1
como muestra la figura. Asi, la primera cara es la de enfrente, 2
la segunda la que aparece al rotar 90° la tercera la que apare- 1
ce al rotar 180° y la cuarta al rotar 270°. 5
3 1
A7 ? 8
a 2
4 2 ]
2
1* 4
2
7
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Figura 1. Primera y segunda barras
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Figura 2. Tercera y cuarta barras
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La segunda cara de la primera barra se llena con los multiplos de 1; es de-
cir, se escriben los nameros 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8, 9. La cuarta cara se llena con
los multiplos de 8, (8 es el complemento de 1 con respecto a 9) de abajo hacia
arriba tal y como se lleno la tercera cara. En la cuarta cara se escriben los di-
gitos 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64, 72.

Similarmente la segunda y cuarta caras de la segunda barra se llenan con
los multiplos de 2 y 7, respectivamente.

En la segunda y cuarta caras de la tercera barra se colocan los multiplos de 3 y
6; y en la cuarta barra en las caras segunda y cuarta se colocan los multiplos
de4ys5.

Asi que en las primeras cuatro barras se tendran las tablas de multiplicacion
hasta la del nueve, de los primeros 10 digitos, 0, 1,...,9. Notemos que se tienen
cuatro columnas de ceros y cuatro columnas de multiplos de 9.

Abhora bien, en la primer cara de las siguientes tres barras (la quinta, sexta y
séptima), numerada con el 1, se colocan en columna los nimeros 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8, 9. En la cara opuesta, la tercera, se escriben, de abajo hacia arriba, los
correspondientes productos de 8 con los nueve digitos (es decir, se escriben
los nameros 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64, 72). Véase la Figura 3.




84 Joaquin Delgado y Jer6nimo Zamora

Figura 3. Quinta, sexta y séptima barras.

De las caras restantes, en la segunda cara de cada barra se colocan las co-
lumnas de multiplos de 2, 3, 4, respectivamente; en las cuartas caras se colo-
can las columnas de multiplos de los complementos 7, 6, 5, estas escritas de
abajo hacia arriba.

En este momento se tienen marcadas siete barras con las columnas de 0, 1,
8, 9 repetidas cuatro veces y las columnas de 2, 3, 4, 5, 6, 7 se repiten dos
veces.

En las barras octava y novena, las dos primeras caras se encabezan las co-
lumnas con el 2 y se ponen sus multiplos. En la cara tercera se escriben (de
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abajo hacia arriba), los multiplos del complemento de 2, o sea el 7. En las res-
tantes dos caras segundas se colocan los multiplos de 3 y 4 y en las caras
opuestas, los complementos respectivos 6 y 5. Ver Figura 4.

Figura 4. Octava y novena barras.
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En la décima barra se colocan los multiplos de 3, 4, 5, 6 en la forma usual; es
decir, en la primera cara se coloca la columna de 3, en la segunda cara se coloca
la columna de 4 y en las caras tercera y cuarta se colocan, de abajo hacia arriba,
los complementos respectivos — las columnas de 6 y 5. Ver Figura 5.

Figura 5. Décima barra.
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Como ayuda, se considera un hueso con los digitos 1, 2, 3,4, 5,6,7,8,9
para indicar los renglones necesarios. En la Figura 6 se muestra un modelo en
madera de los huesos de Napier.
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Figura 6. Modelo hecho en madera de los huesos de Napier.

A continuacion se dan ejemplos del uso de los huesos de Napier. Tengamos
en cuenta que cada hueso contiene cuatro tablas de multiplicacion de uno de
los nimeros entre 0 y 9.

Para multiplicar 2568 por 7, se colocan cuatro huesos uno al lado del otro
con las caras mostrando las columnas respectivas de 2, 5, 6 y 8. El renglén 7
muestra el siguiente arreglo
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2 | 5 | 6 | 8
1 {jo -0 |10 |0
27 57 67 8
2. (0 11 1
4~ 0~ 27 6
3 110 1 _~j1 72
6~ 5~ 8 7 4
4 (10 712 712 73
8~ 0~ 4 -~ 2
S| 12 13 |4
0o~ 5.~ 0o~ 0
6 |1 ~3 7|13 74
2 0~ 6~ 8
711 -3 ~14 7P
4~ S5~ 217 6
8 |11 ~4 ~14 |6
6~ 0~ 8~ 4
o111 ~4 75 |7
87 57 4 -~ 2

Como el producto se evalua diagonalmente el resultado es 17976, el cual se
obtuvo de la siguiente manera comenzando por la derecha: 6 se deja tal cual; 7
=2+5;9=5+4; 7=4+3; 1 se deja tal cual (ocasionalmente se debe aca-
rrear algiin 1). También se puede explicar como lo indica el siguiente diagra-
ma

7x2 =14 (7 por 2000)
7x 5 = 35 (7 por 500)
T7x 6 = 42 (7 por 60)
7 x 8§ = 56 (7 por 8)

7x2568 =17976
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Ejemplo. Multipliquese 2001 por 365

2 | 0 | 0 | 1
1110 0
27 07 0o~ 1
2110 0
4~ 0~ 0~ 2
3110 0
6.~ 0~ 0~ 3
4 |10 0
8~ 0~ 0~ 4
5|1 0
0~ 0~ 0~ 5
6 ||1 0
2 0~ 0~ 6
7 |1 0
4~ 0~ 0o~ 7
8 |1 0
6~ 0~ 0~ 8
9 |1 0
8~ 0~ 0~ 9

Para obtener el resultado, ordenamos los renglones de arriba y sumamos
por diagonales, como en el método de la celosia .

Por qué funcionan los huesos de Napier

El método de construccion de los huesos que hemos descrito aqui se debe al
propio Napier. No se conoce la razén por la que escribid los ntimeros “al re-
vés” en las columnas 3 y 4, pero esto evita confundir digitos como el 9 con el
6 y facilita el manejo de los huesos.

La razon de por qué funcionan los huesos debe ser evidente a estas alturas,
ya que se basa en el método de la celosia explicado anteriormente.
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Consecuencias pedagogicas

En el XIX Congreso Nacional de la Sociedad Matematica Mexicana celebra-
do en la ciudad de Durango, presentamos en una conferencia de divulgacion
para profesores de primaria, un modelo de los huesos de Napier construido
con barras de unicel de un metro de largo aproximadamente, numeradas con
plumones de colores. La respuesta de los maestros fue positiva, y muchos de
ellos dijeron desconocer o no haber escuchado nada acerca de los huesos de
Napier. En el Diplomado de Ensefianza impartido por la profesora Cristianne
Butto, de la Universidad de las Américas (UDLA) de la Cd. de México, sus
alumnos construyeron modelos de los huesos de Napier usando diversos ma-
teriales como: palitos de paleta agrupados en bloques de 4 con niimeros piro-
grabados, paralelepipedos de cartulina con numeros disefiados con pintura
serigrafica y bloques de madera, entre otros. La experiencia docente muestra
que los huesos de Napier pueden usarse con éxito en la ensefianza del sistema
de numeracion decimal y las operaciones de multiplicacion, si se permite que
el alumno se involucre en la propia construccién y reflexione sobre el por
qué de su funcionamiento.
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El trabuco, maquina de guerra medieval,
Instrumento deinterés

Héctor CovarrubiasM.
Centro de Ciencias Aplicadas y Desarrollo Tecnologico, UNAM.
covarh@al eph.cinstrum.unam.mx

Se presentan aspectos de la mecénica del trabuco, arma medieval que funcio-
na por accion del peso de un lastre para lanzar proyectiles. El principio de
conservacion de la energia permite hacer una primera aproximacion para co-
nocer de qué variables depende su acance. Se encuentra que es posible dise-
far trabucos que transfieren toda la energia potencial inicial a proyectil co-
mo energia cinética. Se menciona la manera de obtener las ecuaciones de
movimiento por medio de la funcion lagrangianay se describe una solucion
numérica efectuada en computadora que es comparada con €l comportamien-
to de un trabuco que lanza pelotas de beisbol.

4.1 Volteretay trastorno, lagravedad esla
responsable

Trabuco proviene de trabucar que
es trastornar, o volcar lo de arriba
abajo dando vuelta [Real academia,
1941]. Eso es lo que distingue a
trabuco de otras méquinas de gue-
rra que arrojan proyectiles. En vez
de usar la torsion de cuerdas o la
elasticidad de arcos, es e peso de
un lastre el que hace girar un brazo
en cuyo extremo hay una cuerda
gue a manera de honda lanza un
proyectil. Un trabuco medieval
grande podia arrojar un proyectil de
500 kilogramos haciéndolo llegar a
180 metros [Chevedden, 1995], y la
fuerza aprovechada era la de gra
vedad. El trabajo de poner € trabu-
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co a punto era hecho por hombres gue tiraban de cuerdas o giraban malacates
paraeevar d lastre.

El trabuco fue muy usado, incluso después de la llegada de las armas de
fuego. Dej6 de usarse al ser sustituido por cafiones grandes. La Ultima vez
gue se tiene documentado su uso en guerra ocurrié en México. Berna Diaz
del Cadtillo [Diaz del Castillo, 1960] narra como, a no disponer Cortés de
pélvora durante € sitio de Tenochtitlan, escuché a uno de sus hombres, que
se decia experimentado en €l uso de trabucos, y le mandd construir uno. El

primer proyectil saié

disparado hacia arriba y

brazo gancho para enojo de Cortés ca

yO sobre la propia mé

guina, terminando asi la

cuerda larga vida de un arma

de la gue habia sido decisiva
honda en muchas batallas.

El trabuco es como

proyec- una combinacion de pa-

soporte s : til lanca y honda. El brazo

I Y esta apoyado en un ge,

A HIRA situado en un punto que

lo divide en dos partes de

Fig 2. Partes elementales del trabuco longitudes diferentes. En

la parte corta est4 el las-
tre de masa grande que al descender hace que se eleve € extremo largo del
brazo. En ese extremo, en un gancho, esta fijada la cuerda que actla como
honda paralanzar a proyectil.
La Figura 1 es un dibujo de una reconstruccién de un trabuco medieval que
lanza proyectiles esféricos de piedra. La Figura 2 muestra esguematicamente
las partes del trabuco.
La Figura 3 es de las posiciones sucesivas del brazo y la cuerda a intervalos
iguales de tiempo. Su movimiento es como el de un péndulo doble en e que
las posiciones del brazo y cuerda no tienen restricciones.

El movimiento de todo el conjunto es complicado y pareceria que no
es posible tener idea de algunos valores, como la velocidad de salida del pro-
yectil, sin resolver las ecuaciones que son engorrosas. Sin embargo es posible
conocer algunas cosas de manera sencilla.

-------
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Fig 3. Posiciones sucesivas ddl tra-
buco a ser liberado

4.2 El principio de conservacion de la energia facilita
las cosas

Como la fuerza que impulsa todo € movimiento del trabuco es la de grave-
dad, con algunas suposiciones es posible hacer uso del principio de conserva
cion de la energia. Supondremos unas condiciones que aungue ideales, no
son de dificil aproximacién: que las fuerzas de friccion son pequefias para no
considerarlas, y que en el momento en el que el proyectil es liberado por la
honda, € lastre que pende del extremo corto del brazo estd en su posicion
més baja'y ademés en reposo. Vi
En otras palabras, a final del
proceso € trabuco no tiene
energia cinética y su energia
potencia es minima. Eso in-
dica que toda la energia po-
tencia que tenia € lastre al
iniciarse e movimiento ha
sido transferida a proyectil.
Eso nos permite calcular de
manera simple el valor de la
velocidad de salida del pro- Fig. 4. Masasy cambios en su altura
yectil, y sl suponemos un cier-
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to valor del angulo de salida, podemos calcular su acance.

La Figura 4 muestra al trabuco en dos configuraciones: la primera en reposo,
justo antes de ser soltado, y la segunda después de haber girado, en e mo-
mento del disparo en el que también esta en reposo, excepto por e proyectil,
gue se mueve con velocidad vo. M representa la masa conjunta del brazo y el
lastre, su posicion es la del centro de masa de ambos. Como en e momento
del inicio todo esta en reposo, la energia presente es solo la potencia de la
masa M. Al final esta masa ha bgjado laaturaH y € cambio de energia que
ha sufrido es:

El = MgH (2.1

En el momento del disparo, seguiin lo supuesto, €l cambio en la energia que ha
sufrido el proyectil es de un aumento de energias potencial y cinética:

E, =mgh+imv, (2.2)
por haberse elevado una altura h y adquirido unavelocidad vo.

Estas energias, E; y E;, son de igual magnitud, 10 que una masa ganalo obtu-
vo delaotra

MgH = mgh + L mv] (2.3)
De aqui despejamos €l valor de Vo:
v, =,/29 (M H- hj : (249
m
El proyectil, en su trayectoria parabdlica tiene un alcance, x,,, dado por la ex-
presion:
2

X, =Vg°sen219. (25)

en donde 6 es e angulo que forma la velocidad de salida respecto a la hori-
zontal. De la ecuacion (4):

x,=2 (HM/m-h) sen26. (2.6)
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4.3 El trabuco en la Luna, su tamafioy €l alcance

De la ecuacion (2.6) vemos que € alcance no depende ddl valor de g. Si €
trabuco fuera disparado en la Luna su alcance seria el mismo que en la Tie-
rra. Es la gravedad la que lo impulsa y también la que limita &l alcance del
proyectil. Definimos las razones de alturas y de masas:

g=h/H (3.1)
u=MIm (3.2)

Al sustituir esos valores en la ecuacion del acance, (2.6), ésta queda:

X, = 2H (1~ q)sen26 (33)

El alcance méximo a mismo nivel del que se dispara el proyectil ocurre
cuando #=45°, supondremos ese caso. Si se construyen trabucos de varios
tamafios pero conservando las proporciones tanto de longitudes como de ma-
sas, 1 Y q son constantes y la ecuacion (3.3) nos muestra que € alcance es
proporcional a H. Como H depende de la longitud del brazo, vemos que €
alcance es proporciona al tamafio del trabuco. Son valores tipicos de las ra
zones. =100y g = 8. Como ¢ es un orden de magnitud menor que x, apro-
Ximamos:

H—q= U (3.4

asi, por laecuacion (3.3), € acance a 45°.

X, ~2uH (35)

Esta ecuacién muestra que el alcance es aproximadamente proporcional a la
razon de masasy a tamafio del artefacto, de aqui vemos por qué se llegaron a
construir trabucos enormes, con grandes lastres y de brazos de unos 10 me-
tros de longitud, en los que la H mide unos 2 metros, por 1o que con una
1= 80, por la ecuacién (3.5) el alcance es aproximadamente de 320 metros
[Vemming-Hawen, 1998].
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4.4 Maxima transferencia de energia y ecuaciones de
movimiento

Lo anterior estd basado en la suposicion de gque toda la energia inicial es
transferida al proyectil, cosa que parece una idealizacion simplificadora. Sin
embargo si es posible escoger valores de longitudes, masas y condiciones
iniciales que llevan a esa transferencia. Experimentalmente se logra con un
modelo de trabuco haciendo variaciones de los valores por ensayo y error.
Pero para comprender mejor e comportamiento del trabuco es necesario
plantear ecuaciones de movimiento e intentar encontrar su solucién.

Una manera de encontrar las ecuaciones que describen el movimiento de
un sistemaeslaque usalas
ecuaciones de Lagrange
[Fowler,1992], este méto-
do de trabgo estd fun-

r damentado en la conserva-

cion de la energia. Se defi-

m ne una funcién, llamada la

M lagrangiana del sistema,

Fig 5. Trabuco libre gue depende de las ener-

gias potencial y cinética

segun ciertas coordenadas, que en nuestro caso son angulos. La lagrangiana

forma parte de las ecuaciones de Lagrange y a partir de ellas se encuentran
las ecuaciones de movimiento buscadas.

Se definié la funcién lagrangiana de un sistema simple como €l ilustrado
en laFigura 5, llamado trabuco libre pues se considera que no hay restriccio-
nes alos valores de |os dngulos que dan las posiciones del brazo y la cuerda.
Los movimientos del brazo con lastre y la cuerda de honda con su masaen €
extremo son interdependientes, es decir e comportamiento de uno afecta a
otro. Es asi que las dos ecuaciones obtenidas, (4.1) y (4.2), estan acopladas,
es decir las variables aparecen en ambas y es necesaria su solucién simulté&
nea para conocer e movimiento del sistema.

—7

-6, ml,r sen(6,-6,)+6, mr* =02 ml,r cos(6,-6,)-mgr send, (4.1)

G,(1+mi2)-d,ml,r sen(6,-6,)=-62ml,r cos(6,-6,)+g(MI,~ml,) cos, (4.2)
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En ellas M esla masa conjuntade brazo y lastre, meslamasa del proyectil, g
eslaacderacion delagravedad, |; esladistanciadel gje a centro de masa de
brazo con lastre, |, es la distancia del ge a gancho, r es la longitud de la
cuerda, | es el momento de inercia del brazo con lastre, 9:y 8, son los angu-
los que determinan la posicién del sistema (ver Figura5),6, y 6,son las ve-
locidades angularesy 4, y 6, son las aceleraciones angulares.

4.5 Solucion numeérica

Estas ecuaciones no tienen una solucién senci-

Ila, pero a asignar valores numeéricos a las va

riables es posible tener una descripcién muy

cercana del movimiento con algiin algoritmo de .
aproximacion numérica. Si se usa el método de . 710,0}
Euler sdlo se trabagja con ecuaciones de primer 0= I
grado [Mathews, 1992]. La Figura 6 lo ilustra

en el caso de una variable, un angulo cuya se- Y
gunda derivada o aceleracion angular es funcion O0-0+0A
de la posicién y la velocidad angulares. La ve-

locidad angular se calcula para incrementos de \ —
tiempo pequefios como s se tratara de movi- v
miento con aceleracion constante, la posicién se _
calcula como si el movimiento fuera de veloci- 6 =60+ 0At
dad constante, también en un intervalo pequefio. )

Los nuevos valores de posicion y velocidad son

usados para un nuevo calculo de aceleracion Fig 6. Ciclo de célculo

repitiendo €l ciclo.

En el caso de las ecuaciones (4.1) y (4.2) en
el que hay pargjas de variables, se trabaja de manera semejante con un ciclo
de calculo igual, pero con un sistema de dos ecuaciones lineales simultaneas,
una para cada angulo.
El instrumento idbneo para trabajar es la computadora. En un programa si-
mulador de trabuco no hay impedimento para recorrer € ciclo de cdlculo un
nimero enorme de veces por haber escogido un valor pequefio para los inter-
valos detiempo y asi generar datos con precision aceptable.

La Figura 7 es un diagrama tomado de pantalla de computadora de la si-
mulacion de las posiciones sucesivas en un caso dado. En el simulador se ha-
cen variaciones de los valores de masas, longitudes y angulos inicialesy se
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observan los resultados. Se puede trabajar

Fig. 7 Dliagrama de posiciones sucesivas
cada 0.01 seg. generado por el programa
de simulacién

transferenciatotal de energia

Héctor Covarrubias M.

como S se tratara de un artefacto
real con el que se experimenta y
por ensayo y error se encuentran
valores que cumplen con la condi-
cion de méaxima transferencia de
energia.

Los valores hallados son de ca-
sos particulares, por gemplo, da-
dos valores de longitudes y de una
masa es posible hallar e valor de
la otra masa, pero no se tiene aun
una manera de encontrar con segu-
ridad los valores en un caso gene-
ralizado. Hace falta mayor andlisis
para encontrar las relaciones entre
las variables al inicio que tengan
Como consecuencia segura la

4.6 Trabuco paralanzar pelotas

Con la ayuda del programa simulador se

disefié un trabuco hecho de madera (Figu-

ra8) conun brazol; de0.1my unl, de
1.2 m capaz de lanzar pelotas de beisbol. . =
Enun caso labolalanzadaesde 159gyla =
masa del lastre es de 29kg. El valor de =

esta masay €l de lalongitud de la cuerda,
1.61 m, fueron determinados con € pro- =
grama de computo para lograr la méxima |
transferencia de energia. La velocidad de 5

sdida es de 21 m/sy el acance de 32 m.

Este alcance es menor del calculado con la

ecuacion (2.5) debido alafriccion del aire
Pero lo notable es que si ocurre una transf

¥

Fig 8. Trabuco lanzador de pelotas

sobre la bola.
erencia cas total de energia, como

se observa en e comportamiento del brazo posteriormente a disparo: € bra-
Zo queda casi en reposo. Latransferencia no es total pues lavelocidad de sa
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lida es menor a la calculada debido a la friccion del aire sobre la bola en la
honda.

Al registrar en video al trabuco en accidn es posible comparar su movi-
miento con el simulado. En las Figuras 9 y 10 se comparan las posiciones
medidas, indicadas con marcas circulares y las posiciones calculadas mostra-
das con una linea continua. El desacuerdo en los valores grandes del tiempo
es debido alafriccion del aire sobre labola en la honda que |a retrasa respec-
to alos valores calculados.

Otro efecto notable es el que se observa a comparar el movimiento cuando
€l brazo esliberado sin la pelota. En ese caso € brazo oscila con gran ampli-
tud, su gran masa, de casi 30 kg, hace que € soporte, de unos 16 kg, Ilegue a
saltar separandose del suelo a menos que sea restringido con cuerdas. En
cambio, a moverse con la pelota, el movimiento del brazo es suave al inicio,
muy rapido en la parte media de su trayectoria y de nuevo pierde velocidad
suavemente hasta quedar detenido en la posicion vertical y todo sin jalones ni
saltos. Eso se observa como la pendiente de la curva en la Figura 9. Es de
[lamar la atencién como la pelota de 160 gramos atada en la cuerda es capaz
de gobernar el movimiento del brazo que tiene una masa 180 veces mayor.

Claro que es una interaccién mutua entre masas, €l peso de la grande eslo
gue impulsa a la pequefia, la inercia y movimiento de ésta influyen mucho
sobre el movimiento de la primera. Este movimiento suave, que también se
presenta en un trabuco de guerra aunque no transfiera toda la energia, erauna
de las ventgjas del trabuco sobre las catapultas, pues en estas a cada tiro €
golpe de su brazo con un tope las movia, haciendo necesario reorientarlas
para no perder la punteria. Por e contrario, con € trabuco que no cambiaba
su orientacion, era posible hacer incidir proyectiles en sucesion rgpida sobre
el mismo sitio.
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4.7 Trabucos, grandes, chicos, pesadosy liger os

La publicacién de un articulo [Chevedden, 1995] dispard la construccion de tra
bucos por aficionados y escolares, principamente en los Estados Unidos aunque
los hay también en Europa y Audrdia (Gray Company). La mayoria de estos
constructores trabgjan sin usar la mecanica tedrica como ayuda, solamente por
ensayo y error, en esto se parecen a los constructores medievales. Se han hecho
trabucos medianos para lanzar calabazas, grandes para lanzar personas al agua o
automaoviles compactos a su destruccién, y pequefios que lanzan trozos de queso
alo largo del sal6n de banguetes de un club de medievdistas.

La transferencia total de energia es solo de interés para algunos. Esto es
porgue un trabuco que la logra no tiene e acance maximo que é mismo
puede conseguir y 1o que interesa ala mayoria es llegar méslejos.

Es posible hacer una analogia de esto con una colision eléstica de particu-
las en una dimension. Si una particula originalmente en reposo es golpeada
por otra igual, después del choque se mueve con una rapidez igual ala que
tenia la particula incidente y ésta Ultima queda en reposo. Se ha transferido
toda la energia cinética. En otro caso, si la misma particula en reposo es aho-
ra golpeada por otra de masa méas grande que €ella, la rapidez con la que sale
es mayor gue la de la particula incidente y ésta no se detiene. La energia ad-
guirida es mayor que en el primer caso pero es solo unafraccién de la energia
de la particulaincidente.

En € trabuco también hay unainteraccion entre masas 'y se dan casos pareci-
dos alos de las colisiones. Una razén de masas grande causa una gran velocidad
de sdidadd proyectil aungque lamasa grande no transfiera toda su energia

Latransferencia total de energia tampoco le hubiera interesado a [lamado
Sefior de los Tormentos [Vemming-Hansen, 1998], € ingeniero medieval que
dirigia la construccion y operacion de las maguinas de guerra, y tambien las de
tortura. El deseaba causar dafio a las fortificaciones enemigas sitiadas y paraelo
su trabuco debia lanzar proyectiles masivos desde una gran distancia, fuera del
alcance delanzasy flechas. Su trabuco eragrande, tosco y pesado.

El trabuco que transfiere toda la energia a proyectil y al mismo tiempo,
con la masa de lastre disponible, 1o lanza lo més lejos posible, no lo lanza a
gran distancia, y é mismo, aungue tenga un lastre grande, tiene un brazo li-
gero. Comparado con €l de guerra se ve como gacela junto a un elefante. La
funcién determina la forma. Este trabuco ligero es indtil como armay poco
atractivo como lanzador de pelotas, solo Ilama la atencién del estudioso que
sabe por qué d artefacto se ha quedado en perfecto reposo después de arrojar
una pelota.
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5.1 Introduccion

Una gran cantidad de conceptos mateméticos conocidos en la antigiiedad han
sido reinterpretados haciendo uso del concepto de funciony de las estructuras
algebraicas.

Un gemplo muy ilustrativo y bonito se puede encontrar en cdmo la geo-
metria euclidiana clasicay la geometria moderna se estudian usando los con-
ceptos mencionados.

En el programa de Erlagen, Félix Klein define geometria de la siguiente
forma

Una geometria es el estudio de aquellas propiedades de un conjunto S que
permanecen invariantes cuando los elementos de S se someten a las transfor-
maciones de un cierto grupo de transformaciones, I'.

Asi toda la teoria de congruencia se estudia a través de las isometrias, la teo-
ria de semejanza se reinterpreta como composiciones de isometrias y homo-
tecias. Las transformaciones de Mdebius en el plano complejo son resultado
de composiciones de inversiones en circunferencias (considerando a las re-
flexiones en rectas como un caso particular), y asi la geometria compleja es
el estudio del grupo transformaciones generado por las inversiones.

Mucho tiempo antes de Klein, y aln antes de haberse establecido clara-
mente el concepto de funcidn ya se habian disefiado maguinas que efectuaban
las transformaciones geométricas elementales. Un gjemplo de esto son los
pantografos.

Los pantégrafos son mecanismos muy sencillos y muy conocidos para
‘copiar figuras a escald . Bastan unas cuantas varillas y unos tornillos para
hacer un pantografo.
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Aunque no sean tan conocidos, se pueden construir mecanismos tan sencillos
como |los pantégrafos para realizar otras transformaci ones geométricas.
En este articulo se muestra la forma de construir mecanismos articulados para
realizar diversas transformaciones geométricas.

Usando unicamente varillas, articulaciones y rieles se proponen magquinas
para trasladar, reflgjar y rotar figuras. También analizaremos algunos meca-
nismos para hacer inversiones en una circunferencia.

5.2 Lasisometrias

Una isometria es una transformacién que preserva distancias. Las isometrias
forman un grupo. Si a una figura se le aplica una isometria se obtiene una
figura congruente. En el plano existen solamente cuatro tipos de isometrias,
tres de las cuales son estudiadas desde €l bachillerato: reflexion, tradacion, y
rotacion (Fig. 1).

\vﬁ U

Reflexion Traslacion Rotacion
Fig. 1

La cuarta, que se conoce con el nombre de reflexion deslizada o ssmplemente
deslizamiento, es la composicion de unareflexion con unatraslacion en la
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direccion de lalinea de reflexion (Fig. 2).

Dedslizamiento
Fig. 2

Agregando esta Ultima se puede demostrar que la composicion de dos isome-
trias es una de estas cuatro y también que dadas dos figuras congruentes,
existe unay solo unaisometria que llevaunaen laotra.

Otra propiedad interesante de las isometrias es que todas ellas pueden ser
generadas a partir de las reflexiones.

1) La composicion de dos reflexiones en lineas paralelas produce una
traslacién en direccion ortogonal a las paralelas y con una longitud
de tradlacion del doble de ladistancia entre las paralelas (Fig. 3).

Fig. 3

2) Lacomposicion de dos reflexiones en
lineas concurrentes en un punto O,
produce una rotacion con centro en O
y de un angulo igual a doble del an-
gulo que forman las lineas (Fig. 4).




108 Francisco Struck

3) Seal unalineay my n dos paraelas, ortogonales al, la composicion
dereflexiones en |, my n produce un deslizamiento (Fig. 5).

.........
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Los inversos también son ciertos.
1) Todatraslacion se puede expresar como la composicion de dos refle-
xiones en lineas paralelas.
2) Toda rotacién se puede expresar como composicion de dos reflexio-
nes en lineas concurrentes.
3) Todo dedlizamiento se puede expresar como la composicion de tres
reflexiones en las lineas adecuadas.

Las demostraciones de todo lo que se ha afirmado y una explicacion mu-
cho mas amplia se pueden encontrar en Martin [1982].

Entrando ya a tema de las méqguinas articuladas, |0 anteriormente expues-
to nos muestra que basta con disefiar una maquina para hacer reflexiones para
poder obtener cualquier isometria, usandola a o més tres veces. En otras
paabras, si tenemos una figura, podemos construir otra congruente a ella en
cualquier lugar y en cualquier posicion. Valiéendonos sdlo de una maguina
quereflge.

Ahora bien, construir una maguina para reflejar es sumamente sencillo.
Fijemos un riel | en el que corren libremente los puntos A y B y ensambla-
mos cuatro varillas del mismo tamarfio con articulacionesen A, B, Oy P co-
mo se muestra en la Figura 6. Basta poner un puntero en O y un |&piz en P
paratener la magquina.
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Inversor
Fig. 6

Al mover O se mueve P de modo que la trayectoria de P es justamente la
reflexion de la trayectoria de O respecto al. La razon por la que esto ocurre
en que los triangulos ABO y ABP son congruentes independientemente de la
posicion de O.

Para hacer una méquina que traslade (Fig 7) o una que rote (Fig 8) basta
hacer dos méquinas quereflgjen'y ‘ pegarlas’ adecuadamente.

Fig. 7

Para una maquina que haga deslizamientos se requeriria pegar tres reflecto-
res.
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Fig. 8

Un espacio parareflexionar.

1) Recorta dos triangulos congruentes y déjalos caer sobre una hoja.
¢Podrias determinar |a isometria que lleva uno en el otro? Recuerda
gue debe poderse hacer con una solaisometria.

2) ¢Qué resulta de componer dos rotaciones con distintos centros? ¢Sera
siempre unarotacion? En este caso encuentrael centroy el dngulo?

3) ¢Podrias simular las mégquinas descritas utilizando pagquetes de simu-
lacién tales como Cabri 0 Sketchpad?

4) ¢Qué sucede si en la maquina descrita para reflgjar pones las varillas
de un lado més largas que las ddl otro? ¢Como es la transformacion
gue obtienes?

5.3 Homotecias

Una homotecia es un agrandamiento (o achicamiento) de las figuras. Al apli-
carle una homotecia a una figura se obtiene una figura semejante a ella, sin
embargo, no cualesguiera dos figuras semejantes son homotéticas. Para que
lo sean, ademés de ser semejantes deben estar en perspectiva desde un punto

(Fig. 9).
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Fg.9

Los tridngulos de la figura anterior son homotéticos, nétese que HA/HA™ =
HB/HB" = HC/HC" y por lo tanto también AB/A’B" = BC/B" C" = CA/C'A".
Las homotecias cambian las distancias, sin embargo preservan los angulos y
las direcciones, es decir laimagen de un segmento es un segmento paralelo al
origina pero de distinto tamario.

El punto desde el cual las figuras estén en perspectiva se llama centro de la
homotecia y la razon de agrandamiento o achicamiento se llama razén de la
homotecia. Esta Ultima puede ser positiva o negativa.

Dadas dos figuras semejantes (en cualquier posicion) se puede llevar unaa
la otra componiendo una homotecia con unaisometria.

Para ampliar los conocimientos sobre las homotecias se puede consultar la
obra de Martin [1982] citado més arriba o para un nivel més elemental el
libro de Shively [1972].

Las méquinas para hacer homotecias se llaman pantégrafos. Son quizé las
mas conocidasy se pueden adquirir en las papelerias.

Constan de seis varillas articuladas de la siguiente forma (Fig. 10).
[

C

D Fig. 10
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Lospuntos A, B, C, D, O, P, y Q son articulados. De A a C es una sola vari-
Ilalo mismo que de B a D. Las longitudes de OA, OB, APy BP deben ser
iguales 1o mismo que las de PC, PD, CQ, y DQ.

El largo de las varillas puede varias dependiendo de la razon de homotecia
(Fig. 112).

Fig. 11

Para razones positivas se usa e punto O como centro de homotecia. Este
punto queda fijo.

Si larazén de homotecia es mayor que 1, se pone el puntero en Py el 14piz
en Q. Larazén de homotecia es en este caso OQ/OP, que es o mismo que
AC/AP. Esta tltima razon nos de las medidas con las que hay que construir la
méquina.

Si larazén es menor que 1, se pone € punteroen Qy € lapizen Py la

razon es lainversadel caso anterior.
Para razones negativas se usa P como centro de homotecia. El puntero y el
14piz se ponen en Oy Q y larazén queda determinada por PO/PQ = PA/PC
usando distancias dirigidas para obtener el signo. Si OP = PQ la homotecia
tiene razon -1y coincide con una rotacion de 180° con centro en P.

Otro espacio para reflexionar.

1) ¢La composicion de dos homotecias es una homotecia? Si si ¢en
dénde esta su centroy cudl es su razén?

2) ¢Qué transformacion obtienes tomando en & pantégrafo O como
punto fijo y colocando el puntero en Ay € 18piz en D 0 en C? Prue-
ba distintas opciones para colocar € punto fijo, el punteroy €l 1apiz.
¢Como se deforman tus figuras?
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3) Haz un pantégrafo virtual usando un programa de simulacién como
Cabri o Sketchpad.

4) ¢Podrias diseflar una maguina que aargue las figuras en una direc-
cién? (Es decir, que transforme circunferencias en elipses)

54 Inversion en circunferencias

Sea C una circunferencia con centro en O y radio r. Dado un punto P, distinto
de O, decimos que P es el inverso de P respecto alacircunferenciaC s

(i) O,Py P soncolineadesy

(i) OPXx OF =r?

Analizaremos dos formas de encontrar, usando reglay compas, €l inverso
de un punto, después de lo cua estaremos en condiciones para disefiar ma-
quinas que inviertan en circul os.

Sea P un punto dentro del circulo. Trazamos el rayo OP y una ortogonal m
aéste en P. Sea A uno de los puntos de interseccion de m con C. Trazamos €l
segmento OA y unaortogonal aél por A, estalineaestangenteaC (Fig. 12).
P es e punto de interseccion de esta tangente con la semirrecta OP. Para
demostrar que OP x OP = r? basta ver que los triangulos OPA y OAP" son
semejantesy que OA es un radio.

Fig. 12

S P esté fuera del circulo se traza el segmento OP, se encuentra e punto
medio del segmento y usandolo como centro se traza una circunferencia que
pase por Oy P. Sean A y A" los puntos de interseccién de esta circunferencia
con C (Fig. 13). Seunen A y A" con un segmento y donde éste interseque a
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OP tendremos P. Para demostrar que efectivamente P~ es €l inverso de P,
bastatrazar OA y AP y usar las mismas semejanzas que en el caso anterior.

Fig. 13

Otra forma de construir €l inverso de un punto es la siguiente: Se traza la
semirrecta OP y una ortogonal a ella por O sean N y S los puntos en los que
esta linea interseca a C (Fig. 14). Trazamos la recta NP y [lamamos A a su
interseccion con C, unimos S con A. El punto de interseccion de SA con OP
es P'. Esta construccion es vélida independientemente de si P esta dentro o
fuerade circulo. La demostracion se hace otra vez por semejanza usando los
triangulos ONPy OF'S.

Fig. 14
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En cualquier libro de geometria moderna se puede consultar sobre la inver-
sion y sus propiedades. Por gemplo en Shively [1972] citado previamente o
en Eves[1969, tomo I].

Ahora diseflaremos dos inversores basandonos en las construcciones anterio-
res.

Colocamos €l punto O (el centro de inversion), en el extremo de unriel r,
de modo que éste se pueda mover como una manecilla de reloj con O fijo.
Ponemos dos varillas cuya longitud es e radio de la circunferencia de inver-
sion, como s fueran otras dos manecillas con O fijo (Fig. 15).

Fig. 15

Lasvarillasy €l riel se deben poder mover independientemente.

En los extremos (A y B) de las varillas ensamblamos dos rieles ortogonales a
ellas, s y t. Colocamos una articulacion uniendo los tres rieles (en € punto P)
de modo que este punto pueda correr por lostresrieles (Fig. 16).
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Un cuarto riel u, se hace pasar por A y B. El punto P* se encuentraen lain-
terseccion delosridlesry u (Fig. 17).

Fig. 17

Si el punto que queremos invertir esta fuera de la circunferencia de inversion
se colocael punteroen Py € |4piz en P, si € punto esta adentro se cambian
l&piz y puntero.

Otra forma de construir un inversor es la siguiente: Se ensamblan un riel »
y una varilla formando un éangulo recto. El punto de interseccion entre ellas
sera e centro de inversion (Fig. 18). Sobre la varilla ala misma distancia de
O en ambas direcciones se sitlian los puntos N y S. Esta distancia es €l radio
delacircunferenciadeinversiéon C.

Fig. 18
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En N se articula otro riel s que también se articula con € primero en P. Esta
articulacién debe correr sobre los dos rieles. Un tercer riel ¢ que se mueve
siempre ortogonal a riel ssearticulaal punto S (Fig. 19).

Fig. 19

El punto A siempre esta sobre la circunferencia de inversion, ya que € trian-
gulo NAS es recténgulo. En lainterseccién de losrieles r y t se encuentra el
punto P inverso de P res-

pecto a la circunferencia A

C.

La fabricacion de estos
inversores no es hada facil
pues cada articulacion
debe ser disefiada con
mucho cuidado y hecha
con més cuidado aln,
porgue Si N0 son muy pre-
cisas laméguina se atora.
Un tercer inversor, el mas
conocido y probablemente Fig. 20
e més antiguo de €llos, -
fue disefiado por A. Peau- B
cellier (1864).
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La celda de Peaucellier se construye de la siguiente forma: A un rombo
PAP'B, hecho de varillas articuladas en los cuarto vértices, se le ensamblan
otras dos varillas OA y OB. Fijando el punto O como centro de inversion, los
puntos Py P* se mueven como inversos respecto a una circunferencia (Fig.
20).

Esta méguina es mucho més sencilla de construir que los otros inversores,
pero no es tan claro ver que realmente invierte, pues ni siquiera es obvio cud
eslacircunferencia de inversion. Hagamos pues la demostracion.

La congruencia de los triangulos OBP con OAP y OBP" con OAF nos ga-
rantizaque O, Py P son colineales.

Fig. 21

Agregando lineas auxiliares y llamando C a centro del rombo (Fig. 21) po-
demos ver que:
OPx OF = (OC-PC) (OC + PC) = OC?- PC?
= OC? + PC* + CA? —CA? = (OC? +CA?) — (PC? + CA?)
= OA”- PA?
Esta tltima cantidad no depende de la posicién de P, yaque PA y OA son
las longitudes de las varillas.

Usando la propiedad de que €l inverso de una circunferencia que pasa por
el centro de inversion es una recta, Peaucellier logré uno de los primeros
disefios paratrazar unarectasin usar regla
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Agregando una varilla mas, como se muestra en la siguiente Figura 22, y
fijando D de forma que OD = DP" se fuerza a que P’ transite sobre una cir-
cunferencia que pasapor O, y aque P dibuje unarecta.

Fig. 22

Una aclaracion necesaria

En forma estricta una méquina articulada se debe hacer usando Unicamente
varillas y articulaciones, en todas las maguinas que se proponen en este ar-
ticulo a excepcion de los pantégrafos y de la celda de Peaucellier se usan
rieles lo cua contraviene la definicion de méaquina articulada. Sin embargo
cada uno de los rieles usados se puede sustituir por una celda de Peaucellier,
ya gque esta maquina traza rectas usando solamente varillas y articulaciones.
Cambiar los rieles por celdas puede hacer que las méaguinas se hagan muy
dificiles de construir. Tanta varilla'y articulacion puede dificultar su movi-
miento, sin embargo tedricamente resulta muy interesante saber que las trans-
formaciones elementales se pueden realizar con mecanismos articulados.
Cabe aclarar que s pensamos en maguinas virtuales hechas con Cabri o
Sketchpad entonces es posible construirlas dado que las varillas virtuales no
chocan y las articulaciones virtuales no tienen friccion.
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Resumen. Se reportan los primeros resultados de un estudio exploratorio
sobre la prueba en geometria en el bachillerato (grado 11%). El experimento
de ensefianza llevado a cabo es parte de un proyecto de investigacion en el
nivel bachillerato, en el que se introdujeron el razonamiento geométrico y
una perspectiva historica para encuadrar actividades propias de los estudian-
tes realizadas con una clase especial de artefactos culturales, llamados ma-
quinas matematicas. Aqui se describira e interpretara un segmento pequefio
de un experimento de ensefanza que concierne al cambio del nivel de expe-
riencia mental al nivel de demostracion como es definido por Balacheff en su
estudio del proceso de prueba. Nuestra investigacion no esta enmarcada por
una extension del concepto de abstraccion reflexiva de Piaget (como en Du-
binsky) sino que ha sido desarrollada por medio de la apropiacion de concep-
tos elaborada por la teoria de la actividad (p.e. Vygotsky, Davydov, Leonti-
ev), en donde el papel del maestro, asi como la funcion de la accion orientada
por el objeto tienen un significado diferente al del enfoque piagetiano.

6.1 Introduccion: Presentacion breve del proyecto de in-
vestigacion

El experimento de ensefianza de donde provienen los datos, busco introducir
en la demostracion a estudiantes del grado 11, en un escenario geométrico.
Fue parte de un proyecto de investigacion mas amplio para el bachillerato, el
cual se desarrolld cooperativamente entre maestros del bachillerato e investi-

' Bartolini, M. (1993). “Geometrical proofs and mathematical machines: An exploratory
study”. In Ichici Hirabayashi, Nobuhiko Nohda, Keiichi Shigematsu and Fou-Lai Lin
(Eds.), Proceedings of PME XVII. Tsukuba, Ibaraki, Japan: University of Tsukuba.
Traduccioén al espafiol de Verdnica Hoyos, UPN

% Corresponde al segundo afio del bachillerato en México.
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gadores universitarios. Los motivos directores del proyecto pueden ser des-
critos por las siguientes palabras clave: historia - geometria - maquinas (Bar-
tolini, B. & Pergola, por aparecer). Discutiremos brevemente inicamente el
tercero, para enmarcar la descripcidon de una parte crucial del experimento de
ensefanza y la interpretacion del papel del maestro y la funcién de la accion
orientada por el objeto.

6.2 El campo semantico de las maquinas matematicas

Las maquinas matematicas caen en la interseccion entre el campo de la expe-
riencia mecanica y el campo de la experiencia geométrica. Las maquinas
estan basadas sobre principios fisicos asi como también sobre principios
geométricos: los primeros se refieren a los materiales, fuentes de energia, la
distribucion y la regulacion de fuerzas actuantes, etc. Mientras que los ulti-
mos se refieren al movimiento relativo de cada parte, a la trayectoria de cada
punto en movimiento, etc.

La separacion de los principios anteriores data del principio de la ciencia
moderna (p.e. la discusion de obstaculos materiales en Dos nuevas ciencias
de Galileo), aun cuando s6lo fue hasta principios del siglo XIX (1830) cuan-
do Ampére propuso explicitamente la creacion de la cinematica como la
ciencia del movimiento, independiente de las causas mismas del movimiento.
En las décadas siguientes, la llamada geometria cinematica fue desarrollada
para excluir de la consideracion los procesos de tiempo (p.e. velocidad, ace-
leracion). La mayor parte de las maquinas construidas en nuestro proyecto
pueden ser estudiadas dentro de la geometria cinematica: su accion es la de
forzar a un punto o una linea o a cualquier figura geométrica, soportada por
una adecuada estructura material que la hace visible, a moverse en el espacio
o a ser transformada de acuerdo a una ley matematica abstracta (NRSDM,
1992).

Un ejemplo de tales maquinas es el pantografo de Sylvester: un mecanismo
(articulacion®) que consiste de ocho barras articuladas, fijas a un plano de
madera por medio de un pivote en el punto O. No importa cual sea la confi-
guracion de la articulacion, los puntos P’ corresponden a los puntos P bajo
una rotacion alrededor de O del mismo angulo 6 (el invariante de la articula-
Cion). Sylvester mismo (1875) describio este pantigrafo (sic) como una ge-

* En adelante articulacion significara el mecanismo compuesto de barras unidas por medio de
articulaciones (nota del traductor).
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neralizacion del pantdgrafo de Scheiner (1631), ya usado por los pintores del
Renacimiento como una herramienta para el dibujo en perspectiva. Poste-
riormente, los pantografos fueron considerados como elementos de la teoria
de las articulaciones donde las diversas articulaciones se estudiaron como
miembros de un sistema teorico. En esta teoria se dieron pruebas mas genera-
les, las cuales se podian aplicar al pantografo de Sylvester asi como a otras

articulaciones (Lebesgue, 1950).
=0

- o=9 o=T
P P
b A&
2 N 1) 2a %1a € 1c 2

Fig. 1 y 2. Las figuras ilustran configuraciones para los valores crecientes
del angulo @ = AOC de 0 ax (3 =PAB).

La historia de los pantdgrafos representa la génesis del conocimiento cien-
tifico-tedrico contemporaneo (contrastado con el conocimiento empirico, el
cual hace referencia a fases mas antiguas asi como al conocimiento comiin
contemporaneo) que esta basado en una interrelacion dialéctica entre especi-
fico y general, entre concreto y abstracto. Si el punto de partida para la cons-
truccion de un concepto es la abstraccion sustancial a partir de lo concreto
(realizada por medio del andlisis de la funcién de una cierta relacion de co-
sas dentro de un sistema estructurado), su resultado es una teoria desarro-
Ilada, en donde las manifestaciones especificas son deducidas y explicadas a
partir de fundamentos generales (la llamada ascension de lo abstracto a lo
concreto, de lo general a lo especifico --Davidof 1972-79 ch.7). en este pro-
ceso, también existen fases experimentales, en donde los ejemplos particula-
res son observados de acuerdo a cuestiones que son formuladas tedricamente.
Toda maquina materializa tanto conocimiento empirico como tedrico que
puede ser interpretado de diferentes maneras. Que el analisis de una maquina
sea empirico o teérico depende de cuales son las cuestiones planteadas; mas
aun, se tienen analisis tedricos distintos de la misma maquina si se cambia el
sistema de referencia (p.e. geometria elemental, teoria de articulaciones). De
acuerdo a la anterior discusion, no es posible para el investigador separar este
aspecto de la experiencia humana sin caer en una perspectiva reduccionista
(el uso empirico de un pantdgrafo; el estudio de sus configuraciones Unica-
mente en un nivel abstracto): en este sentido, el contexto de las maquinas
matematicas es un ejemplo de campo semantico (Boero, 1989).
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La anterior interpretacion no esta dentro de las capacidades del estudiante:
ellos tienen experiencias separadas, ya sea geométricas o mecanicas, tanto en
el nivel perceptual como en el nivel racional. Una dialéctica posible entre
ellos es conocida por el maestro quién estad conciente del desarrollo histérico
de la geometria como estrictamente enlazada con la mecénica. Sin embargo,
para los estudiantes las maquinas son opacas para la geometria (y viceversa)
y pueden llegar a ser transparentes, inicamente por medio de una actividad
adecuada (Meira, 1991). Los estudiantes no necesariamente recapitulan el
proceso historico de creacion o de descubrimiento de un artefacto y sus pro-
piedades, ya que éste ha sido realizado a través de un proceso colectivo com-
plejo que durd centurias y que dependié de un gran nimero de factores indi-
viduales y colectivos de dentro y de fuera de las matematicas: a causa de su
complejidad y de su dependencia de tantos factores, no son un buen candida-
to para modelar el proceso escolar. La actividad del estudiante podria ser
descrita mejor como la apropiacion de un artefacto cultural existente (p.e. el
pantografo) asi como de los modos de su estudio (apropiacidn significa, en el
sentido de Leontiev (1964-1976) el proceso que tiene como su resultado final
la reproduccion individual de propiedades humanas historicamente formadas,
capacidades y modos de conducta). El aprendizaje no esta basado sobre rela-
ciones particulares inmediatas a la realidad sino mas bien sobre la mediacion
(Vigotsky, 1978) entre individuos y objetos, realizada por medio de los arte-
factos —ya sean herramientas o sistemas simbdlicos—creados por los seres
humanos en siglos de desarrollo. Ninguna experiencia personal individual,
no importa que tan rica pueda ser, podria conducir al desarrollo del pensa-
miento matematico 16gico o abstracto y a la formacion auténoma de los sis-
temas conceptual es correspondientes (Leontiev, 1964-76 p.338).

6.3 Algunasimplicaciones para la didactica

La anterior discusion que alude a algunas ideas basicas de la teoria de la acti-
vidad, da lugar a dos tesis:

1. La dialéctica entre lo especifico y lo general es un motivo basico para
la actividad de ensefianza-aprendizaje en los escenarios escolares. La
accion orientada por el objeto, como manifestacion concreta de una
tarea de investigacion, es la fuerza directora para el proceso de ense-
Nanza- aprendizaje.
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2. El maestro es el responsable para la mediacion en el salon de clase,
para introducir a los estudiantes en los sistemas de artefactos cultura-
les que han sido producidos por generaciones de seres humanos.

En lo que sigue argumentaremos como fueron concebidas estas tesis en la
planeacion de experimentos de ensefianza y en la activacion de procesos en el
salon de clase.

6.4 Un experimento de enseflanza

Este experimento de ensefianza se llevé a cabo en una clase de 11avo. grado
(y se refiere a un detallado estudio de diferentes articulaciones por diferentes
grupos de estudiantes. Se realizé una observacion de cuatro meses a lo largo
del afio escolar 1991-92. Se grabaron tanto las clases dadas por el maestro
como el trabajo en equipo de grupos pequefios de cinco estudiantes (involu-
crados en el estudio de un modelo del pantdgrafo de Sylvester). No detallare-
mos la estructura completa del experimento de ensefianza (Bartolini & Pergo-
la, por aparecer), el cual consistio en una platica de introduccion a algunas
notas historicas sobre las articulaciones y su estudio, dos sesiones de dos horas
de trabajo en equipos pequefios — con los cinco grupos distintos de estudian-
tes—referentes al estudio de cinco articulaciones distintas, y una clase con
todos los estudiantes, conducida por el maestro, con respecto al estudio de
cada una de las articulaciones.

Brevemente describiremos (en esta seccion) e interpretaremos (§5) una
parte del trabajo con los grupos pequeiios. Este habia sido estructurado pre-
viamente por medio de una lista escrita de ocho tareas (apéndice 1) que debian
ser respondidas por escrito. Un extracto del texto final editado por el grupo
observado esta en el apéndice 2. Nos referiremos al dibujo (Fig.3) que fué
producido por los estudiantes junto con el texto escrito, aun cuando el proceso
fue llevado a cabo haciendo énfasis en la articulacion sin hacer referencia a
ninguno de los puntos codificados.

De la solucion a la primera cuestion (una hora completa) resultd una se-
cuencia de las siguientes respuestas parciales: (1) algunas barras son iguales
(medida directa); (2) existe un paralelogramo deformable y dos tridngulos
indeformables; (3) un punto O esta fijo; (4) los triangulos son isosceles (ob-
servando la configuracion de la figura 2a); (5) los tridngulos son similares
(idem); (6) es equivalente fijar el angulo PAB o la razén de PB a PB’; (7) las

4 Equivalente a un segundo afio de bachillerato en México, aprox.
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barras que representan las bases de los tridngulos se tienen que cortar y perfo-
rar para tener la misma proporcidon que las barras que representan los lados
(detalles en Cavani, 1992).

El proceso de responder la cuarta cuestion resulto en tres distintas fases: (1)
conjeturar el invariante; (2) buscar una prueba; (3) escritura de la prueba. La
primera fase fue resuelta por medio de actividad conjunta con el maestro. La
conjetura fue propuesta por un estudiante, aceptada por el maestro pero recha-
zada por los otros y aceptada después de verificarla en la articulacion.

La segunda fase (una hora completa) fue llevada a cabo sin el maestro. La
construccion colectiva consistioé en una secuencia de “movimientos”: cada mo
vimiento fue codificado como E (experimental) si estaba basado en experi-
mentos visuales o tactiles, o L (logical) si era deducido de afirmaciones ya
aceptadas (éstas a su vez, pudieron ser establecidas experimentalmente -E- o
logicamente —L). (Ver Fig.3 para la codificacion de puntos):

0. (E) conjetura a ser probada: OP es igual a OP’ y los angulos POP’ son
iguales para todas las configuraciones de la articulacion.

1. (L) prueba: si los tridngulos OAP y OCP’ son congruentes (ya probado)
entonces OP es igual a OP’.

2. (E) problema: ;existe una relacion entre el movimiento de P y el movimien-
to de B? La busqueda se interrumpe.

3. (E, L) observacién: la longitud de PP’ no es siempre la misma. La afirma-
cion es confirmada por medio de la teoria, observando que no es suficiente
conocer dos lados para determinar la totalidad del triangulo.

4. (E) observacién: atn cuando OP sea igual a OP’, se tiene que (entonces) la
longitud de OP no es constante.

5. (L, (E, L)) prueba: si POP’ es constante (conjeturado del movimiento 0) y
POP’ es isosceles (probado en el movimiento 1) entonces todos los triangulos
POP’ de entre las infinitas configuraciones son similares.

6. (L) problema: existe una razon constante (movimiento 5) entre PP’ y OP
(=0OP’): {cual es la razon?

7. (L) prueba: para la configuracion de la Fig. 2a se ha probado que los angu-
los POP’, BCP’ y BAP son iguales.

8. (E) conjetura: los triangulos PBP’ y OAP y OCP’ son similares.

9. (L) prueba: como los triangulos BCP’ y BAP son similares (hipdtesis) en-
tonces las proporciones siguientes: CP’:AB=BP’:BP y como OC=AB,
CP’:0C=BP’:BP.

10. (L, E) prueba: si PBP’ y OCP’ son similares (movimiento 8), la razon de
OP y PP’(igual a la razon de OP’ y PP’) es constante.
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11. (L) prueba: los triangulos OPP’ de la infinidad de configuraciones son
similares.

12. (L) prueba: si todos los tridngulos POP’ son similares el angulo POP’ es
constante (inverso del movimiento 5).

13. (L) prueba: los angulos P’BP, OCP’ y OAP son iguales (basados sobre las
propiedades angulares de los poligonos).

14. (L) prueba: los triangulos P’BP, OCP’ y OAP son similares (ver movi-
miento 8). (Ver Cavani 1992 para detalles).

6.5 Discusion

La discusion esta dividida en dos partes que se refieren a: (a) los aspectos de
organizacion (disenados previamente); (b) los aspectos de activacion o funcio-
namiento (observados en los procesos de la clase).

6.5.1 Organizacién

La primera eleccion esta relacionada con la definicion de la tarea en referencia
con el objeto fisico (la articulacion, en realidad dada a los estudiantes y no
unicamente evocada). No se definié Unicamente un contexto inicial para la
actividad del cual partir ( como en el cambio de lo especifico a lo general, lo
que es enfatizado en el marco piagetiano) sino que fue en realidad un polo del
par objeto fisico — objeto ideal (i.e. especifico-general) a ser puesto en una
interrelacion dialéctica, de acuerdo a los elementos mayores del pensamiento
teorico (£2).

La segunda eleccion se refiere a la estructura del trabajo del grupo pequefio
por medio de las ocho cuestiones. Su meta fue forzar la transformacion de la
articulacion especifica en un objeto ideal determinado, y al mismo tiempo, ya
sea recordar o estructurar el escenario tedrico (geometria elemental, la teoria
de las articulaciones) en donde describir su papel general y su funcion. Ellas
fueron disefiadas como herramientas de mediacion (Vigotsky, 1978), las cua-
les inhiben el impulso directo de reaccionar a un estimulo externo dado por la
accion del pantografo; ellas formaron una base (incompleta) de orientacion
(Gabay, 1991). Las ocho cuestiones no tienen el mismo status. Por ejemplo, la
primera es, en un sentido, transicional, como si también hubiera sido respon-
dida dentro de un escenario empirico (aun si esto no sucedid, como mostramos
en lo que sigue): los estudiantes hubieran podido escribir las reglas de cons-
truccion, refiriéndose a la conjuncion de las ocho barras de longitud dada por
medio de bisagras y pivotes (en realidad, algunas descripciones antiguas de
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maquinas fueron de esta clase y probablemente nosotros podriamos tener des-
cripciones similares si la misma tarea fuese puesta fuera de la escuela a una
persona no cultivada). La segunda y la tercera cuestiones forzaron a los estu-
diantes a reparar en algunas herramientas basicas de la teoria de articulacio-
nes: estas tuvieron sentido inicamente después de la introduccion de Lagrange
(1787) del concepto de coordenadas generalizadas de un sistema mecanico.
La cuarta cuestion introdujo el objeto ideal en la teoria de la geometria ele-
mental. Las Gltimas cuatro cuestiones —y principalmente la séptima- tuvo que
realizar la ascension de lo general a lo especifico, en la medida en que una
rotacion de cualquier angulo dado 39 estuvo vinculada con las propiedades
geométricas de un pantdgrafo individual. En pocas palabras, el total de cues-
tiones fueron disefiadas para realizar la dialéctica entre la articulacion especi-
fica y una teoria general de sus configuraciones.

La tercera eleccion se refirié a la aceptacion de fases de actividad conjunta
entre el maestro y los estudiantes en el grupo pequefio de trabajo. La actividad
conjunta entre adultos y gente joven en la resolucion de problemas es consis-
tente con el concepto de zona de desarrollo proximo de Vigotsky (1978). No
se origina de la necesidad profesional del maestro de limitar el experimento
dentro de limites adecuados de tiempo, sino sobre la necesidad cultural de
dirigir los esfuerzos de los estudiantes hacia la apropiacion de productos de la
actividad humana de siglos. Las fases de la actividad conjunta no siempre
pueden ser disefadas, en la medida en que ellas dependen de procesos reales,
aun cuando los puntos cruciales pueden ser indicados tentativamente con anti-
cipacion.

6.5.2 Funcionamiento

En esta seccion abordaremos los mismos aspectos pero en orden distinto. Las
ocho cuestiones estructuraron procesos en la clase desde fuera. Sin embargo
ellas son buenos candidatos para que en el proceso de internalizacion (Vigo-
tsky, 1978) se transformen en elementos cruciales de la metodologia de un
estudiante individual para el estudio de algunas clases de articulaciones (pero
esta hipdtesis puede ser verificada inicamente en un estudio a largo plazo, el
cual est4 ahora en progreso).

Algunas fases de actividad conjunta fueron observadas. Por ejemplo, en la
fase de conjeturas, el maestro enfoco sobre propiedades angulares de la articu-
lacion y sugiri6 considerar angulos que no estaban visibles (en realidad, las
lineas OP y OP’ no se refieren al objeto fisico sino al objeto ideal). Su inter-
vencion fué requerida por los estudiantes quienes habian sugerido un gran
numero de propiedades geométricas triviales (tales como el perimetro del he-
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xagono siempre es el mismo) sin realmente entender cual era el significado de
esta tarea. Entonces la conjetura fue verbalmente formulada por un estudiante
y aceptada por el maestro; sin embargo los otros no confiaron en el profesor y
regresaron a la articulacién a verificarlo; pusieron la articulacién en varias
configuraciones y movieron el dedo a lo largo de las lineas PO y OP’ para
concretar diferentes manifestaciones del angulo ideal. Sus afirmaciones cam-
biaron de imposible a verdadero pero sorprendente.

La tultima observacion nos condujo al tercer aspecto (i.e. la funcion de la
accion orientada por el objeto). Al inicio del trabajo en equipos (pregunta 1),
los estudiantes midieron las barras para asegurarse de que algunas de ellas
eran exactamente iguales, sin embargo inmediatamente afirmaron que la me-
dida no era relevante (escribimos como se construyd esto, pero —la persona
ficticia— puede hacerlo como quiera). En realidad, ellos no estaban seguros
de que el procedimiento empirico de medir fuera adecuado para el escenario
geométrico ideal, en donde se estudian las propiedades de las figuras. Sin em-
bargo los resultados de medir fueron inmediatamente interpretados en un es-
cenario teorico, transformando la articulacion (el objeto fisico) en una figura
esquematica (el objeto ideal). El siguiente proceso se refiri6 aun al objeto fisi-
co, cuando los estudiantes manipularon la articulacion por toda una hora. Ellos
observaron que la articulacion pasaba por infinidad de configuraciones transi-
torias (las configuraciones “genéricas” (Fig.1) y algunas “especiales” (Fig.2))
y que era posible pasar de la una a la otra por medio de movimientos “peque-
nos”. Algunas veces el vinculo entre el objeto fisico y el objeto ideal no era
facil de manejar. Por ejemplo, después de darse cuenta que los triangulos PAB
y P’CB eran iguales, los estudiantes recitaron bien algunos teoremas relacio-
nados con los lados y los angulos de triangulos semejantes, pero no se dieron
cuenta de que la proporcionalidad de los lados PB y BP’ podia haber resuelto
el problema concreto de describir las longitudes (relativas) de las barras. Una
actividad conjunta (corta) con el profesor condujo a los estudiantes a asociar
propiedades geométricas a los objetos fisicos. De cualquier manera, si estuvo
presente un embrion de ascendencia de lo general a lo especifico, ascendencia
necesaria para completar el movimiento dialéctico entre ambos aspectos. Por
ejemplo, durante la primera observacion de la articulacion, un estudiante hablo
acerca de que no era necesario conservar el mismo angulo PAB en la cons-
truccion de una nueva articulacion: “si € ngulo es recto, éste (Fig.2a) estara
mas aplanado” . Sin embargo, el movimiento de ida y regreso de lo especifico
a lo general no estuvo siempre interiorizado por los estudiantes: algunas veces
el maestro intervino justo para sugerir el cambio (intenta y verificalo en la
articulacion, para una afirmacion verbal obtenida por medio de deduccion
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logica; intenta y pruébalo, para una afirmacion verbal obtenida por medio de
experimentos). La configuracion especial de la Fig.2a jugé un papel doble: en
la primera cuestion sugirio la semejanza de los dos tridangulos PAB y P’BC.
Posteriormente, en el proceso de prueba esto obstruy6 la solucién: sucedioé que
la articulacion asumid una configuracion cercana (no igual) a la especial de la
Fig.2a; inmediatamente una estudiante grit6: “Por favor, muévala, me siento
confundida: ya no puedo ver los lados (OP y OP’)”, y ella puso la articulacion
en una configuraciéon méas genérica. Resumiendo, se observo actividad no ver-
balizada (ya sea visual-tactil o visual-imagen) a lo largo de todo el proceso: su
volumen es consistente con los resultados de adultos resolviendo problemas,
de Tikhomirov (1988, p.90), quien establecio que [la actividad del pensamien-
to] no consiste tnicamente en procesos subordinados a una meta pensada con-
cientemente sino también en procesos subordinados a una anticipacion no
verbalizada de resultados futuros, y que en la actividad, el segundo tipo de
procesos puede tener una participacion mas grande que las acciones propia-
mente intencionadas.

El proceso de construccion de una prueba condujo a una demostracion, en
el sentido de Balacheff (1988). En realidad el texto escrito no estuvo comple-
to, puesto que falté el décimo movimiento crucial: fue considerado verbalmen-
te varias veces mientras que los estudiantes estaban editando el texto, pero no
fue escrito, como si fuera algo obvio. Mas aln, la prueba no estuvo completa,
puesto que solo se refirid al caso genérico de la Fig.1a (el otro caso requiere
pequefias adaptaciones). El problema de variar las configuraciones habia sido
considerado pero fue rechazado: ¢Tenemos que verificar otros casos? No.
Hemos hecho una prueba (con énfasis). Ellos podian haber recurrido a algo
similar al principio de continuidad (Poncelet, 1822), pero estaban seguros de
que el texto no nada mdas era convincente sino que también era verdadero: la
responsabilidad de la verdad fue atribuida al ingrediente tedrico del escenario
en donde habia sido llevado a cabo el proceso, i.e., el sistema de la geometria
elemental. Atn si en algunos pasos (p.e. movimientos 5 y 10) se suponia que
los estudiantes le daban la misma importancia a informaciones experimentales
que a afirmaciones logicamente derivadas, el proceso en su totalidad fue tedri-
co, a causa de la tension de los estudiantes hacia una completa justificacion de
todos los movimientos dentro del sistema de la geometria elemental. Sin em-
bargo, su génesis (y algunos de los segmentos aparecieron incluso ordenados
como afirmaciones escritas —cf. la columna de comentarios en el apéndice 2)
fue llevada a cabo por medio de cambios de ida y regreso entre lo experimen-
tal y el nivel légico.
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6.6 Comentariosfinales

Nuestros resultados hacen surgir dos cuestiones para la investigacion didacti-
ca. La relevancia de la actividad no verbalizada ha sido sefialada también en
los medios ambientes computarizados (Dreyfus, 1991), sin embargo el uso de
la computadora permite Unicamnete el analisis de la interaccion entre la acti-
vidad verbal-légica y la actividad visual-imagen. ;Cual es, si existe, el papel
de la actividad visual-tactil en el pensamiento geométrico avanzado?

Mucha de la investigacion didactica enfatiza la responsabilidad del alumno
para aprender en contraste con la ensefianza tradicional. Hemos argumentado
(§2) que la apropiacion de artefactos culturales esta determinada por la media-
cion del adulto. ;Como se concibe el papel del maestro con respecto a la me-
diacion cultural en el salon de clases?

RECONOCIMIENTOS. Esta investigacion fue apoyada por CNR y MURST.
El experimento de ensefianza fue disefiado y llevado a cabo por M. Pergola y
observado por C. Cavani; P. Boero y A. Mariotti leyeron cuidadosamente y
comentaron el borrador de este articulo.

Apéndice l

Las 8 preguntas

1. Represente la articulacion con una figura esquematica y describaselo
a alguien quien tiene que construir uno semejante, con base sélo en
su descripcion.

2. ¢(Cuantos grados de libertad tiene el punto P?. Dibuje el conjunto R
que consiste de todas las posiciones de P durante el movimiento. Eli-
ja los parametros que determinan la posicion de P.

3. (Cuantos grados de libertad tiene el punto P?. Dibuje el conjunto R
que consiste de todas las posiciones de P durante el movimiento. Eli-
ja los parametros que determinan la posicion de P. ;Puede utilizar los
mismos pardmetros que uso para P?.

4. (Existen algunas propiedades geométricas que se relacionan con to-
das las configuraciones de la maquina?. Intente demostrar sus afir-
maciones.

5. ¢Se puede decir que la maquina realiza una correspondencia biunivo-
ca entre R y R ; i.e. cada punto de R tiene un punto correspondiente
en R y viceversa?.
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6. Si Py P son dos puntos trazadores, dibuje dos figuras correspondien-
tes (considerando la correspondencia en 5 entre R y R). ;Se trazan
ambas figuras al mismo tiempo?. ;Son relevantes las caracteristicas
del movimiento —velocidad, aceleracion, etc.?.

7. ¢(Cuales son las propiedades comunes de las figuras trazadas en el
punto 6?. ;Las figuras se superponen?. ;Existe alglin movimiento
simple que las superpone?, describalo.

8. (Este movimiento superpone a R y R, también ?

Apéndice 2

Respuesta colectiva a la pregunta 4 (Fig. 3)

Tesis. POP es constante

El angulo POP es constante ya que los triangulos POP que se obtienen por
medio de las deformaciones del mecanismo son semejantes, para cualesquie-
ra posiciones de P y P. cfr. movimiento 12.

En efecto, OP=0OP, porque los tridangulos OCP y OAP son congruentes, ya
que CP=0A, CO=AP y OCP=0OAP (BCO=0OAB y PCB= BAP)

Los triangulos de arriba son semejantes a un
tercer triangulo PBP, porque cfr. movimiento
9. Como los triéngulos BCP y BAP son se-
mejantes, se sigue que BP:BP=CP:CO cft.
movimiento 10 Y ademas el angulo PBP es
igual al angulo OCP ya que cfr. movimiento
13. (haciendo CPB=CBP=c y CBA=f) te-
nemos PBP=360-Qa+p) y OCP=360-
(2a+p). Esto es cierto porque prolongando la Fig. 3

recta BC desde C, el angulo suplementario a BCP es igual a 2a. y el angulo
suplementario a BCD es igual a 3, debido a que en un paralelogramo dos
angulos contiguos son siempre suplementarios.
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7.1 Introduccion

Aqui se presenta un trabajo de exploracion acerca del uso de herramientas
comunes, como son las computadoras o 1os pantdgrafos, en €l aprendizaje de
las transformaciones geométricas. La exploracién se llevd a cabo en un aula
equipada con computadoras y con  grandes pantégrafos (maquinas
matematicas 0 mecanismos articulados para el estudio de las transfor-
maciones geométricas bésicas), los cuales permiten € trazado y la
comparacion de figuras geométricas. Las maquinas articuladas en uso o
pantégrafos fueron especialmente construidos para €l estudio de la reflexion
con respecto a un punto 0 a una recta, la tradacion y la homotecia. La
computadora y los artefactos mencionados se utilizaron para introducir a un
grupo de estudiantes del primer semestre del bachillerato al estudio del tema
de las transformaciones geomeétricas. En este capitulo se describe 1o que se
realizo en el salon de clase, y seinscribe al estudio exploratorio realizado en
una linea de investigacion del uso de instrumentos en la ensefianza de las
matematicas. También se presentan las secuencias de trabgjo de todas las
sesiones que aqui se instrumentaron y los problemas que se aplicaron a
término de la exploracion. En particular se hace énfasis en los logros de los
estudiantes, se comenta su participacion en las actividades y en la resolucion
de los problemas que se les plantearon. Finalmente, en la Ultima parte de este
capitulo se abordan algunas de las posibles implicaciones didécticas del
estudio exploratorio realizado.

! Lainvestigacin en que se basa el contenido de este capitulo, ha sido desarrollada con apoyo
del CONACyT con nimero de referencia 30430-S.



136 Veronica Hoyos

7.2 Uso de instrumentos en la enseflanza de las
matematicas

Accion y mediacion: El papel de los materiales concretos en la ensefianza
de las matemaéticas.

Las secuencias de trabajo que aqui se presentan, se redlizaron desde una
perspectiva educativa que privilegia la actividad del estudiante y el uso de
medios parala apropiacién del conocimiento.

Sabemos que € uso de instrumentos en la ensefianza de las mateméticas no
es algo nuevo. Segun Szendrel (1996) “los materiales concretos tienen una
larga historia en las clases de mateméticas, aunque no siempre han sido
aceptados de buena gana o usados de manera apropiada. De hecho,
desaparecieron cuando surgieron los métodos de calculo escritos y se le
asignd poco valor a la comprension de los algoritmos que estaban siendo
enseflados. En la presente centuria, Comenius (1592-1670) y Pestalozz
(1746-1827) comienzan €l proceso de reintroduccién, ellos, junto con
Montessori y muchos otros, proveen nuevos materialesy razones para su uso
de tal manera que hoy uno dispone de cientos de instrumentos manipul abl es.
Sn embargo, se sigue discutiendo si las herramientas comunes derivadas de
la vida real pudieran ser megores que los materiales educativos
especialmente construidos, y si de hecho, tales materiales pudieran ser mas
dafinos que buenos. Se puede decir que en general los materiales educativos
no son drogas milagrosas, su uso productivo requiere previson vy
planeacion” (Szendrei, 1996, p.411).

En e trabajo que aqui se est presentando se ha hecho énfasis en el uso de
herramientas comunes en e salén de clase. Herramientas que tienen la
particularidad de que en determinado momento han sido elaboradas para
resolver problemas de medicién especificos o para comunicar o difundir
ideas mateméticas nuevas, incluso revolucionarias en su época. Véase, por
gemplo, los instrumentos descritos por Descartes en La Géométrie (1637).
Mas alin, se recomienda ver en la direccion e ectronica de la Universidad de
Modena UniMo, Italia— http://www.museo.unimo.it/theatrum/, la gran
cantidad de este tipo de material que la UniMo ha producido y compilado.

De hecho, la historia de las mateméticas da cuenta de una interaccion
dialéctica entre e aumento de comprension sobre nociones o ideas
mateméticas nuevas y la manipulacion o elaboracion de artefactos que

facilitan o hacen factible la comunicacion de tales logros. Asi por gjemplo,
Descartes en La Géométrie usay desarrolla nuevas herramientas algebraicas,
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y busca explicarlas usando los novedosos artefactos mecéanicos que ahi se
muestran.

Desde un punto de vista tedrico, €l papel fundamental de los artefactos
culturales como mediacién para la accion educativa es reivindicado en gran
medida por el enfoque socio-cultural de investigacion del aprendizaje
desarrollado por Wertsch (ver por gjemplo Wertsch et al., 1995). Una de las
bases de este enfoque de investigacion consiste en el supuesto de que la
accion y la mediacion estén inherentemente relacionadas. De hecho, los
artefactos culturales (término equivalente desde este enfoque, a de
herramientas comunes de Szendrei) proveen un vinculo o puente entre las
acciones concretas llevadas a cabo por los individuos y los grupos, por un
lado, y los escenarios culturales, ingtitucionales e historicos, por € otro.
(Wertsch et al., 1995, pp.19-20).

En e trabagjo que aqui se presenta los estudiantes contaron con
computadoras, pantégrafos y guias para la redizacion de todas las
actividades. Es mucha la literatura de estudios antecedentes que han
incorporado en su realizacion alguno de los dos artefactos mencionados. Por
gemplo, segun los resultados de Mariotti (2002), las computadoras
transforman la naturaleza de un problema: “ Podemos visumbrar que la
presencia de nueva tecnologia transforma la relacion entre problemas y
conocimiento y que este cambio ocurrira en al menos dos aspectos: € tipo de
problemas que pueden ser propuestos a los pupilos y los procesos de
solucion que pueden ser usados. Los recursos disponibles cambian, y
consecuentemente |os procesos usados para alcanzar un resultado también
cambian® (Mariotti, 2002, p.697). Segiin Mariotti, muchos investigadores
han estudiado los efectos de los medios ambientes computacionales, y
especialmente el de la programacién, sobre los procesos intelectuales
involucrados en la resolucion de problemas y en la formacion de conceptos,
pero la investigacion de orientacion cognitiva, llevada a cabo por muchos
afios y principamente centrada sobre e que aprende, debe estar
complementada por la investigacion del efecto que las actividades en el
medio ambiente computacional pueden tener en la clase de matematicas
como un todo, en “como las diferentes facetas de la tecnologia afectan la
cultura del salén de clase (Mariotti, p.697)”.

2 E| texto original de Mariotti esti en inglés. Las partes de este texto que aqui apare-cen,
citadas en espafiol, son una traduccion libre del autor de este capitulo.
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En realidad se ha visto que no nada mas la computadora tiene un papel de
catalitico cultural en e salon de clase, sino también la introduccion de
“nuevas voces’ significativas para €l aprendizaje, como lo son las maquinas
articuladas para € estudio de las transformaciones. En el capitulo “Pruebas
geométricas y maquinas matematicas’ que se incluye en este mismo libro, se
documenta una de las posibilidades que ofrece la introduccién de estos
artefactos para comenzar a tratar con pruebas deductivas en la clase de
matematicas del bachillerato.

De hecho, €l estudio exploratorio que agqui estamos presentando intenta
contribuir en una linea de investigacion sobre la articulacién de las distintas
facetas de la tecnologia en €l salén de clase. Con €l objetivo de indagar como
influye en la comprension del estudiante la manipulacion de las herramientas,
se elaboraron series de actividades préacticas en cuya resolucion participé un
grupo de primer afio del CCH. Se llevaron a cabo 7 sesiones de trabgjo de 2
horas cada una: la primera de €llas fue de introduccion general a uso de un
software de geometria dinamico (SGD); en las siguientes tres sesiones se
trabaj6 con guiones de la actividad con el SGD, en particular explorando €
‘mend’ de transformaciones y la ‘Ayuda del software; en dos de las tres
restantes sesiones se usaron los mecanismos articulados o pantégrafos, y
finalmente, en la Ultima sesion |os estudiantes se enfrentaron a una serie de
problemas relacionados con las transformaciones geométricas.

7.3 Secuencias de trabajo y comentarios sobre las
g ecuciones de losalumnos

Primera Sesion: Exploracion del software de geometria dinamico (SGD)

La primera sesion fue de exploracion acerca de las posibilidades de
construccién geomeétrica que ofrece un software de geometria dindmico
(SGD). A los estudiantes se les entregd una hoja de trabajo, en la cual
aparecian varios problemas de construccién geométrica (ver Fig.1) con los
cuales se pretendié dar motivo a conocimiento de los comandos y de las
posibilidades del SGD. Durante la exploracién del software, una de las
propiedades més importantes del SGD que interesa que los estudiantes
dominen, es e arrastrado directo de las diferentes partes de los aobjetos
geométricos que se han construido para verificar que una propiedad
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matematica es invariante. Sin embargo, los resultados del arrastre dependen
de cuales han sido los objetos iniciales en la construccion. El estudiante debe
de aprender gque el arrastrado ha de utilizarse para verificar la invariabilidad
de la(s) propiedad matemética(s) en juego. Esta es probablemente la
propiedad del SGD que lo hace una herramienta valiosa para el aprendizaje
de las mateméticas.

PRIMERAS EXPLORACIONESEN CABRI-II
CONSTRUCCIONESY PROPIEDADES
GEOMETRICAS

Construye un tridngulo rectédngulo a partir de dos puntos dados
(o de un segmento) de tal manera que a arrastrar |os tres
vértices e triangulo continde siendo rectangulo. Después
de terminar tu construccion, haz un reporte en donde
describas la construccion realizada.

Construye un cuadrado a partir de dos puntos dados de tal
manera que a terminar tu cuadrado, tu puedas arrastrar
los dos vértices iniciales de la construccién y el cuadrado
siga siendo un cuadrado. Después de terminar tu
construccién, haz un reporte en donde describas la
construccion realizada.

Construye un paralelogramo a partir de tres puntos dados de tal
manera que a terminar tu paralelogramo, tU puedas
arrastrar los tres vértices iniciales de la construcciony €
paralelogramo siga siendo un paralelogramo. Después de
terminar tu construccion, haz un reporte en donde
describas la construccion realizada.

Fig.1. Hojadetrabajo 1: Primeras tareas de construccién
geométricacon el SGD

Comentarios: En las repetidas ocasiones en que se ha trabgjado con este tipo
de tareas se ha visto que es dificil que los estudiantes lleguen arealizarlas sin
ayuda del instructor. En realidad, |as tareas solicitadas en la hoja de trabajo 1
dan pie para que los estudiantes desplieguen estrategias de construccion
intuitivas, las cuales usualmente no van a satisfacer “la prueba del arrastrado”




140 Veronica Hoyos

con e SGD. Esto es, las figuras inicialmente construidas por los estudiantes
normalmente van a perder la propiedad a la que se apuntaba, al ser arrastrada
cualquiera de las partes de la figura. Finamente, después de que se ha
intentado verificar la validez matemética de las diferentes propuestas de los
estudiantes, se observa que las construcciones matematicamente vélidas
(como la construccion de perpendiculares utilizando regla'y compés) son las
gue satisfacen los requerimientos explicitos en la hoja de trabajo. Como
usualmente se llega a este resultado trabajando de manera colectiva en €
salon de clase, esto se vera reflgjado en los reportes de la actividad que
entregan los estudiantes.

Delas sesiones segunda a la cuarta: Exploracion del menu de
transformaciones geométricas del SGD

En la segunda sesion se les proporciond a los estudiantes una guia (ver Fig.2,
3,4,5, 6y 7) parael estudio de las transformaciones geométricas a través de
la exploracion del mena de transformaciones con € que cuenta el SGD. La
guia const6 de cuatro partes, todas a resolver por los alumnos salvo la
primera, la cua aparece en la guia completamente resuelta. Esto es, la
primera parte del guidn proporciona alos estudiantes un gjemplo completo de
resolucion propuesto a los estudiantes. Como se podré observar, con esta guia
se pretende revisar todas las isometrias del plano y la composicién de éstas.
Dado que esta secuencia de hojas de trabajo esta propuesta para ser llevada a
cabo con estudiantes del primer afio del bachillerato, se puede decir que la
composicién de transformaciones geométricas proporciona a los estudiantes
una de sus primeras experiencias con € tema de composicion de funciones
desde un contexto geométrico-euclidiano.
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1
¢Qué son lasisometrias?

|. Traslacion determinada por €l vector OP

- Construye un segmento AB.

Construye € segmento A'B’ e trasladado de AB, usando el
comando ‘Traslacién’ de Cabri (abre e menu Ayuda con F1).
Cuales objetos geométricos son necesarios para la construccion?

Cuando seleccionas e comando Traslacion, e mend Ayuda te dice:
"Construye laimagen de un objeto trasladado de un vector dado. Se
indica el objeto y después el vector." Entonces los objetos que debes
tener en la pantalla para poder efectuar latraslacion son: un vector y
un objeto geométrico (Usted debe ya tener el segmento AB).
Después de haber creado un vector OP efectia la traslacion
requerida.

/ P AIR&HB'
0 ‘“'\““-B

¢Cudles objetos geométricos puedes mover/variar arrastrandolos con
el raton? ;Porqué?

Fig.2. Pagina 1 de la guia de transformaciones geométricas
usando € SGD.

Comentarios. Recuérdese que toda la primera parte de la guia para e estudio
de las transformaciones geométricas usando € SGD —Figuras 2, 3y 4—
aparece resuelta. Los estudiantes solo tienen que seguir € guion, recreando
los movimientos o actividades de construccion que se les solicitan, utilizando
paraello e SGD asu disposicion.
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2/
¢Qué cosa sucede cuando hacemos
variar estos objetos geométricos en la
pantalla?

Si movemos/variamos................ Entonces.......

- El vector OP No se mueve nada mds

- OvyloP El segmento A'B' se mueve
permaneciendo paralelo a AB,
con la misma longitud, pero
variando su distancia de AB. El
segmento AA' y BB'
permanecen paralelos a OP.

El segmento A'B' se mueve

- El segmento AB conservando su posicién
reciproca respecto de ABy su
longitud.

Se mueve A' y el segmento

- A A'B' permanece paralelo a AB,
con la misma longitud y la
misma distancia. Los segmentos
AA' e BB' permanecen
paralelos a OP.

Se mueve B' y el segmento

- B A'B' permanece paralelo a AB,

con la misma longitud y a la

misma distancia. Los segmentos

AA'y BB' permanecen

paralelos a OP.

Fig.3. Pagina 2 de la guia de transformaciones geométricas
usando el SGD.

Comentarios. Es pertinente hacer notar el papel relevante que tiene €l
comando de “Ayuda’ con que viene provisto el SGD que se uso en las
sesiones de trabajo del presente estudio exploratorio. De hecho este comando
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proporciona una primera introduccién a lenguaje basico formal para hablar
de los elementosy las caracteristicas de cada una de las isometrias planas.
3/

Construye laimagen de otros objetos geométricos (recta,
circulo, tridngulo) y explora su traslacién anctando tus

observaciones.

Circunferencia de centro C.
/ "
0
Puedes mover O, P, Cy e radio delacircunferenciade
centro C.
Si movemos O y/o P, la circunferencia de centro C' se mueve
manteniendo el mismo radio. CC' permanece paralelo a OP.
Si movemos C el segmento CC' permanece costante en
longitud y la circunferenciaimagen se mueve manteniendo
constante €l radio.
Si variamos €l radio de la circunferencia de partida, €l radio
dela circunferenciaimagen cambiay permanece siempre
igual a radio de la primera. El centro permanece fijo.

- Caracteriza el objeto geométrico imagen en una Traslacion:
En latraslacion del segmento AB segln €l vector OP, €
segmento imagen A'B":

Tiene lamismalongitud de AB

Esparaeloa AB

AA'y BB' son parallelos a vector OP.

En general laimagen A' de un punto A mediante latraslacion
del vector OP esta que:

AA'=0OP y

AA' /] OP.

Fig. 4. Pagina 3 de la guia de transformaciones geométricas
usando SGD.

Comentarios: Finalmente, con respecto a las g ecuciones de | os estudiantes en
esta primera parte de la guia, se puede decir que la Unica dificultad que
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encuentran al resolverla o recrearla, es precisamente la de entender que se
trata de recrear un gjercicio resuelto utilizando el comando de “Ayuda’ del
SGD.

4/
- Daunadefinicion general de traslacion.
Respuesta: L os elementos que definen una traslacion son: un
vector OP.
Laimagen de un punto A mediante unatraslacion es A’ tal
que AA’ =OP:
La traslacion conserva la distancia entre 1os puntos, es decir
[AB] = [A'B, en donde A' y B' son las imagenes de A y B,
respectivamente.

Il. Simetria axial degjea

- Construye un segmento CD.

- Construye el segmento C'D’ simétrico de CD, con respecto
al ge a, usando & comando ‘ Simetriaaxia’ de Cabri (abre el
menu Ayuda con F1).

- Cudes objetos geométricos son necesarios para la
construccion?

- ¢Cudles objetos geométricos se pueden mover/hacer
variar?¢;Porqué?

- ¢Qué cosa sucede cuando hacemos variar los siguientes
objetos geométricos? Haz unatabla de dos columnas (como la
gue aparece en la hoja 2) en donde enlistes los diferentes
objetos que puedes hacer variar, y € efecto que esto produce
en lasimagénes bajo la simetria:

- S movemos... / - Entonces se mueve...
/

- De la misma manera, traza otros objetos (recta, circulo,
tridngulo), construye la imagen simétrica de ellos, y
explorala simetria anotando tus observaciones.

- Caracteriza €l objeto geométrico imagen en una simetria
axial.

- Daunadefinicion de simetria axial.

Fig. 5. Pagina 4 de la guia de transformaciones geométricas
usando SGD.
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Comentarios:. Las partes Il y Ill de la guia (ver Figuras 5 y 6) estén
constituidas por una serie de preguntas y de indicaciones que €l estudiante
tiene que recrear de manera analoga a lo realizado en la primera parte de la
guia, con la salvedad de que en estas partes no aparecen las respuestas como
sucedi6 en la primera parte de este guion.

5/
I11. Simetria central de centro O
- Construye un segmento CD.
- Construye el segmento C'D’ simétrico de CD, con respecto
al centro O, usando e comando ‘ Simetria central’ de Cabri
(abre el menu Ayuda con F1).
- Cuades objetos geométricos son hecesarios para la
construccién?
- ¢Cudles objetos geométricos se pueden mover/hacer
variar?¢Porqué?
- ¢Qué sucede cuando hacemos variar distintos objetos
geomeétricos?
Si movemos... / Entonces se mueve

- Construye la imagen de otros objetos (recta, circulo,
tridngulo) y explora la simetria anotando tus
observaciones.

- Caracteriza €l objeto geométrico imagen en una simetria
central.

- Daunadefinicion de simetria central.

IV ¢Como se componen (aplican dos veces

sucesivamente) las isometrias?

- Compo6n dos traslaciones. ¢El objeto final puede ser obtenido

del objeto inicial con una solatransformacion? Si asi es,

¢con cual?

-Compon dos simetrias centrales. ¢El objeto final puede ser

obtenido a partir del objeto inicial con unasola

transformacion? Si asi es, ¢con cud?

Fig.6. Pagina5 de la guia de transformaci ones geométricas
usando el SGD

Comentarios: En general, se puede decir que |as respuestas de los estudiantes
alas partes Il y Il del guién sobre transformaciones geométricas muestran
gue su percepcion de larelacion entre un objeto geométrico y su imagen bajo
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unaisometria, es sobre todo de tipo cualitativo. Por jemplo, dan la siguiente
definicion general para simetria central: “Es cuando se crea una figura
idéntica a otra en base a un punto”. O parala definicién de traslacion: “Es el
reflegjo de todos los puntos de una figura, paralelos segin direcciéon y
distancia de un vector determinado”. O, finamente, para la definicion de
simetria axial: “ Es €l reflejo o imagen simétrica de un objeto respecto a una
recta o figura con un extremo plano”.

6/

-Compon dos simetrias axiales. ¢El objeto final puede ser
obtenido a partir del objeto inicial con una sola transformacion
¢con cudl?
-Considera las diversas posiciones reciprocas de los gjes:
e  Ejesperpendiculares
e gespaaleos
gjesincidentales.
- De estas observaciones se pueden obtener algunas
conclusiones generales acerca de la composicion de las
diversas isometrias?

- Componiendo dos traslaciones se
ODLENE. .. evie e

- Componiendo dos simetrias axiadles con ges
paralelos s obtiene.....................

- Componiendo dos simetrias axiales con €jes
perpendiculares si obtiene ............

- Componiendo dos simetrias axiales con €jes
incidentales se obtiene..................

- ¢Cudles isometrias son operaciones internas (agquellas que
sean tales que su composicion de una isometria del mismo
tipo)?

Fig.7. Pagina 6 de la guia de transformaci ones geométricas
usando e SGD.
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Comentarios: En la cuartay Ultima parte de esta guia (ver parte inferior de la
Fig6 y toda la figura 7) aparece € estudio de la composicion de
transformaciones, 1o cual para los estudiantes del primer semestre del
bachillerato constituye de hecho una de las primeras aproximaciones a la
composicién de funciones desde un contexto geométrico-euclidiano. Es muy
probable que los antecedentes intuitivos que aqui logran los estudiantes con
respecto a la composicion de funciones les sean posteriormente muy Utiles a
estudiar la composicion de funciones en calculo diferencial. Un gjemplo de
respuesta de los estudiantes a la peticion de caracterizar una composicién de
traslaciones es la siguiente: “Con un vector resultante que es la suma de los
dos primeros vectores, con |0s que se construyeron los segmentosB y C.

Sesiones quinta y sexta: Uso de las maquinas articuladas para el estudio de
las transformaciones geométricas

En las sesiones quinta y sexta del estudio exploratorio que aqui estamos
narrando se introdujeron nuevos artefactos —las maquinas articuladas o
pantégrafos—con e objetivo de complementar e estudio de las
transformaciones geométricas bésicas. En efecto, a partir de la guia que se
proporciono a los estudiantes (ver Fig. 8), se puede observar que las acciones
gue se solicita a los estudiantes que realicen son las inversas, desde un punto
de vista cognitivo, alas realizadas con € SGD (para més detalles a respecto,
ver Hoyos, 2002). Esto es, en € estudio de las transformaciones con e SGD,
a utilizar el estudiante el comando de “Ayuda’ del software, tiene la
posibilidad de conocer (al menos nominamente) las propiedades geométricas
de la transformacién que é ha elegido del menu de transformaciones del
SGD. Con las maguinas articuladas el estudiante actlla de manera inversa en
e sentido de que tiene en sus manos un mecanismo dotado de una serie de
propiedades geométricas, las cuales é tiene que descubrir y enunciar para
posteriormente determinar cua es la transformacion geométrica que se
concreta en el artefacto.
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MAQUINASMATEMATICAS PARA TRANSFORMACIONES

PARTEI.

- TG tienes una maguina matemética. Dibuja la imégen de algunos
objetos (rectas, circulos, triangulos) utilizando ésta maguina.

- Exploralatransformacién y describela:

- Elabora dibujos que te ayuden en tu descripcion y explica qué es lo
gue sucede con los objetos imagen cuando mueves la maquina en
torno de los objetos originales;

- Haz dos dibujos o esquemas de la méaguina en dos posiciones
distintas. Coloca en los esquemas que realices letras distintas segin
corresponda.

- ¢Qué transformacion es?

- Haz un esguema o dibujo en donde indiques cuaes son los
elementos basicos de la transformacion (p.e. cual es € centro de
simetria o punto fijo de lahomotecia o g e de simetria, o vector, etc.)

PARTEII.

- Cuando manipulas € mecanismo de la méaguina obtienes unas
figuras. Haz una descripcién de este mecanismo (por gjemplo, ¢cudles
son las barras principales parala obtencion del dibujoy cudlesno lo
son?

- Di que cosa sucederiasi se pudieramodificar lalongitud de algunas
delasbarras, y cua seria de acuerdo con estos cambios la
modificacién del objeto imagen.

PARTE II.

- Ahora se trata de que reproduzcas usando Cabri-11, la méquina
matemética de dibujar de tal manera que puedas utilizar tu modelo de
la misma manera que funcionalaméguinareal.

- Describe los pasos relevantes que has realizado parallegar a obtener
tu construccion.

Fig.8. Guia de trabajo sobre las transformaciones geométricas
usando las méaquinas articuladas.

Comentarios: Tal vez lo mas interesante a destacar, por parte de las
gjecuciones de los estudiantes al manipular 1os mecanismos articulados, gira
en torno de las diferentes estrategias de trabajo que los estudiantes mostraron
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en este contexto. De hecho, se pudo observar que los estudiantes encontraron
en la mediciébn una herramienta Util para la comprobacién de sus
afirmaciones. Lo cua en efecto viene a complementar la percepcion
cualitativa de las propiedades geométricas que antes habian alcanzado
mediante la utilizacion del SGD.

Ultima sesion: Resolucion de problemas sobre construccionesy
demostraciones en geometria

Con respecto alos problemas que se plantearon alos estudiantes (ver Fig. 9y
10), es conveniente mencionar que tal vez sea necesario agregar
especificaciones que se dieron por sentadas en el contexto de la exploracion o
gue se aclararon en el momento de abordar |os problemas. Por gemplo, en €
problema 1 se quiere que a hacer variar la posicion de M en e segmento
dado, se siga conservando la equilateralidad de los tridngulos. Es interesante
hacer notar que este problema es uno de los que permitieron establecer
grandes diferencias entre la realizacion de tareas de construccion y las de
explicacion o demostracién. En particular, porque en general |os estudiantes
acertaron a obtener que la trayectoria que describe | es la de un segmento
paradelo a segmento inicial dado (sobre e que esta M), y, sin embargo,
ninguno de €ellos abordd la explicacion de este hecho. Noétese que la
explicacion o demostracion requiere enfocar y explicitar las propiedades
basicas de la homotecia, asi como complementar |0s trazos de la construccién
realizada.
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v
Transformaciones para construir y demostrar

1. Construir un segmento [AB] y un punto M sobre el segmento
[AB]. Construir un tridngulo equildtero AMP'y un tridngulo
equilatero MBR.

R

A M B

| es el punto medio de PR.
¢Por donde se desplaza €l punto | cuando M se desplaza sobre
[AB]? Encontrar esta trayectoriay explique porqué esa seria una
solucion.
2. ABC esun tridngulo cualquiera. Construya un cuadrado EFGH
de tal maneraque Ey F estén sobre el lado [BC], G sobre el lado
[AC] y H sobre el [AB].

A

H G

/

B E F

c

Fig.9. Hoja 1 de lalista de problemas propuestos a los alumnos
al término de las sesiones.
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3- Sedispone de un circulo, de unarectacualquieray de un
segmento [AB].

Construya un paralelogramo ABCD de tal manera que C esté
sobre el circuloy D sobrelarecta

A

I

4- Se dispone de un circulo, de unarecta cualquieray de un punto
O.

a) Construir un segmento [AB] tal que O sea el punto medio de
[AB], que A esté sobre el circulo y que B esté sobre larecta.

b) Estudie el nimero de soluciones.

5.-Se da un triangulo ABC en un sistema de coordenadas
ortogonal, con:
A(0,0) ; B(4,0) et C(0,2).

H es el pie delaaturaque parte del punto A. | y J son los puntos
medios respectivos de los segmentos [AB] y [AC].
-Demostrar que el angulo IHJ es recto.
-Generalizar tomando un tridngulo rectangulocon A, By C
cualesguiera puntos.
- Se puede demostrar con geometria analitica o también sin
utilizar coordenadas.

C
H

A

Fig.10. Hoja 2 de | os problemas propuestos alos alumnos a
término de las sesiones.
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Comentarios. Por eventualidades relacionadas con la no institucionalidad del
presente estudio exploratorio (no era ya posible que los estudiantes siguieran
participando en la exploracion pues sus examenes semestrales estaban en
puerta y no se garantizaba que €l profesor de la materia fuera a tomar en
cuenta su participacion en e estudio exploratorio), resulté que sélo en la
Ultima sesion de trabajo con los estudiantes se pudo plantear una lista de
problemas de construccion y demostracion en relacion con e tema de las
transformaciones geométricas basicas (ver Figs. 9 y 10). Ta vez la
observacion general més importante que se obtuvo en este contexto fue que
los estudiantes estuvieron en posibilidad de abordar y resolver algunos de los
problemas de construccion, pero que este no fue el caso en relacion a los
problemas de demostracion. Esto es, ninguna de las peticiones de
demostracién fueron reconocidas o abordadas por parte de los estudiantes, en
contraste con los requerimientos de construccion, algunos de los cuales
fueron resueltos por €llos de manera satisfactoria.

7.4 Importancia del trabajo de exploracion realizado en
relacion con € curriculum escolar del bachillerato

En este estudio exploratorio se pretendi6 avanzar en una linea de
investigacion en didéctica de las matematicas que fusiona la utilizacion de
nuevas tecnologias (como las computadoras) y la introduccion de contextos
historicos (como las méguinas articuladas). En particular interesd indagar
acerca del potencial del estudio del tema de | as transf ormaciones geométricas
basicas para el establecimiento de conexiones por parte de los estudiantes del
primer semestre del bachillerato entre los dominios mateméticos de la
geometria y la aritmética, y entre la geometria y e d&gebra Ta
establecimiento de conexiones es uno de los objetivos del  curriculum escolar
actual en los dos primeros afios que son comunes para todos los estudiantes
del bachillerato. Como resultado del trabajo realizado por los estudiantes en
las situaciones didécticas de nuestro interés (las cuales presentamos a través
de las hojas de trabgjo que aparecen en la seccion 3 de este capitulo) y a
juzgar por las respuestas que dieron alas guias de la actividad, se puede decir
gue se observaron los siguientes logros educativos generales:
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- Un primer conocimiento de algunas de | as propiedades de |os vectores.

- Una enunciacién matematica de las propiedades y elementos de las
transformaciones geométricas basicas como resultado de una enunciacién
textual de propiedades generales percibidas en los trazos.

- Una introduccién a estudio de la composicion de funciones desde un
contexto geométrico-euclidiano.

- El establecimiento de relaciones aritméticas entre las medidas de los
dibujos. Por gjemplo, por medio de la aplicacion de la relacion aritmética de
proporcionalidad que antes se habia aprendido en un contexto aritmético.

- Y, finalmente, la posbilidad de resolver problemas de construccion
geométricos asociados a tema de estudio.

RECONOCIMIENTOS. En la elaboraciéon de las hojas de trabgjo y en su
instrumentacion en e aula se contdé con la valiosa colaboracion del Dr.
Bernard Capponi del Equipo EIAH de laUniversidad Joseph Fourier (Francia)
y delaDra. Federica Oliveiro de la Universidad de Bristol (UK).
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Resumen

En la primera seccion discutimos acerca del papel del juego en laexploracién
y construccion de conceptos mateméticos y su relacion con € manegjo de
distintos tipos de lengugjes (natural, técnico y formal). En la segunda sec-
cion, como fundamento que permite conectar el desarrollo de juegos con
cambios en el empleo de lengugjes, describimas las nociones de registros de
representacion y ciclos de aprendizaje. Al final de cada una de estas dos sec-
ciones presentamos, respectivamente, un gjemplo ilustrativo de un juego
geométrico y de una secuencia de actividades de aprendizaje para un curso
introductorio de matematicas a nivel del bachillerato. La interpretacion y
desarrollo de tales actividades toma en cuenta los cuatro elementos en cues-
tién: juegos, lenguajes, registros de representacion y ciclo de aprendizaje.

8.1 Juegosy matematicas

Jugar y juego provienen del latin iocari y iocus; palabras tales como joya,
juguete y juglar se derivan de la misma raiz ioc. Jugar implica diversiéon y
competencia, para cumplir con propdsitos 0 metas. Ademés de entretener, los
juegos pueden servir para desarrollar habilidades de importancia en la cons-
truccion y aplicacién de conocimientos, propiciar € espiritu de iniciativay la
creatividad, conseguir precision y rapidez en el manejo de informacion, faci-
litar el establecimiento de relaciones e inferencias, asi como desarrollar estra-
tegias para ganar. Sin embargo, a jugar no necesariamente se cumplen pro-
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pésitos de ensefianza, como en € caso de la utilizacion de los llamados mate-
riales didécticos. Ningun tipo de juego tiene necesariamente que premiarnos
por haber demostrado dominio de temas conectados con la educacion formal,
en cual quiera de sus manifestaciones.

Interpretaremos como juego a toda escenificacion de una situacion en la
cua se trabgja un modelo de un contexto de la realidad en donde ocurren
eventos que deben satisfacer ciertas reglas, las que definen a juego. Con
propésitos didécticos, consideraremos que dicho contexto comprende situa-
ciones praoblematizadoras, preguntas generadoras y actividades de aprendiza-
je (Barojasy Pérez, 2001).

Es comln pensar que un buen principio para empezar a aprender algo es
jugar y a hacerlo, descubrir patrones de comportamiento y regularidades,
manegjar ciertos lenguajes y formas de pensamiento, asi como desarrollar
tacticas, estrategias, alianzas... El juego puede ser un medio socializador y de
exploracion conceptual, en donde los participantes experimentan con entu-
siasmo la motivacion y el compromiso para indagar y ganar en una compe-
tencia sana que promueve la superacion y la colaboracion. También se suelen
mejorar destrezas particulares relacionadas con el cuerpo fisico como en los
deportes, con la capacidad de razonar como en el gjedrez o con el desarrollo
de un proyecto de vida en € Ilamado “juego de los abalorios’, titulo de la
novela de Hermann Hesse (1943).

En términos simplificadores, existen juegos que podriamos denominar de
patio y otros de salon o hasta existenciales. Los primeros requieren de habili-
dades como patear la pelotay meter gol, mientras que los otros implican au-
daciay elegancia en la manera de ser y pensar, llegando hasta la modulacién
completa de una forma de vida en una comunidad entera, tal como era el caso
delaCastaliaen donde viviael Magister Ludi.

Sin embargo, hay demasiados ejemplos de que aprender es para la mayoria
de los alumnos una ominosa tarea disociada del placer de jugar. Por su parte,
€l maestro pocas veces emprende su tarea docente con una actitud lGdicani la
propiciaen sus aumnos al organizarles actividades de aprendizgje, asignarles
tareas o enfrentarlos ante exdmenes y otras formas de evaluaciéon. De esta
manera se desprecian muchas oportunidades para que alumnos y maestros
promuevan su creatividad e imaginacién proponiendo ideas para desarrollar
nuevos juegos y participen en las etapas de su conceptualizacion, elaboracion
y aplicacion.
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Por otra parte, en las tareas de descubrimiento e invencion tan necesarias en
los procesos de investigacion y creacién, la actitud [adica es fundamental. De
diferentes maneras, quienes trabagjan ideas y materiales en ciencias, artes,
humanidades y tecnologia, juegan y disfrutan cuando manejan sus materiales
para generar productos. En el caso de las mateméticas, algunos temas de in-
vestigacion de importancia han resultado de perseguir respuestas a preguntas
relacionadas con juegos, porgue éstos abren un espacio creativo para la ex-
ploracion, €l descubrimiento y lainvencion.

Al introducirse la computadora como elemento de soporte esencia en acti-
vidades de entretenimiento y de ensefianza, se han desarrollado juegos basa-
dos en problemas mateméticos, como por g emplo el problema de pablacio-
nes de predadores y presas cuyo comportamiento se describe mediante siste-
mas de ecuaciones integro-diferenciales acopladas que se resuelven numéri-
camente. La cantidad de situaciones lUdicas a las que se puede recurrir con la
computadora es préacticamente inagotable, para no referirnos a simulaciones
cada vez mas maravillosas de mundos percibidos o inventados. Estas simula-
ciones son proyecciones en una pantalla bidimensional y corresponden a
situaciones tridimensionales que ocurren en e mundo fisico 6 se deben a un
sorprendente manejo de realidades virtual es en donde todo parece ser posible.

Ciertamente, las matemaéticas son mucho méas que un juego, €l lenguaje de

la naturalezay el sustrato en el cual se expresa la estructura del pensamiento
formal. Los frutos del pensamiento postulacional, en forma de descubrimien-
tos, invenciones y soluciones de problemas son una materia prima muy fe-
cunda para inventar juegos en donde se mangjan situaciones gque involucran
objetos, conceptosy procedi mientos matematicos.
Aqui nos interesan las aplicaciones de |os juegos en su relacion con e mane-
jo de lenguajes y €l disefio de actividades de aprendizaje en mateméticas.
Ademés, nos referiremos a juegos que tienen como soporte material es, dispo-
sitivos o instrumentos hechos en papel, carton, plastico, madera, metal..., no
los que pueden simularse en el mundo de las computadoras y los multime-
dios.

Parailustrar lo anterior, presentamos un ejemplo de juego en matematicas,
tomado del Proyecto Retos para Jugar (Barojas et a, 1999). Se trata del juego
denominado CIRTRAFI porque se refiere a ClRculos - TRAzos — Flguras.
En este juego se establecen correlaciones entre tarjetas que contienen una
serie de trazos circulares y las figuras que pueden obtenerse con los mismos
(Fig. 1a). CIRTRAFI se puede jugar a un primer nivel en la modalidad de
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loteria 0 de memorama. En el primer caso se reparten a los participantes tar-
jetones gque contienen casillas con trazos hechos con circunferencias de dos
diametros diferentes y se muestran las tarjetas de las figuras que resultan
cuando se iluminan ciertas regiones de los dibujos que se obtienen con tales
trazos (ver Fig. 3(b)). Los participantes en €l juego deberan identificar cuan-
do la tarjeta de la figura presentada por quien dirige € juego corresponde a
los trazos en aguna de las casillas de su tarjetdn; gana € participante que
primero completalas casillas de su tarjetén.

En la modalidad de memorama se colocan boca abgjo y en desorden tarje-

tas de pargjas trazos — figuray por turnos los jugadores escogen y voltean dos
tarjetas; s tales tarjetas forman un par que correlaciona correctamente trazos
y figuras, €l jugador selleva el par de tarjetas y vuelve a jugar, en caso con-
trario cede €l turno al siguiente jugador. Como es costumbre en este tipo de
juegos, gana €l jugador que acumula un mayor nimero de pargjas, una vez
gue se han agotado todas las tarjetas.
En casos de jugadores con mayor grado de conocimientos pueden plantearse
interesantes problemas cuando se procede a cuantificar y establecer conclu-
siones que implican cadenas de razonamientos, por ejemplo en relacion con
célculos de areas. Si se observan las figuras obtenidas con trazos circulares
gue se muestran en la Fig. 3(a), calcular las areas de las figuras sombreadas
es un problema que dista de ser trivial, aunque se conozcan los valores de los
dos radios con las cuales se obtienen los trazos circulares y las posiciones de
los centros correspondientes. Otra actividad interesante es la reproduccion de
las figuras que se usan en €l juego, usando reglay compés, asi como la ob-
tencion de figuras mas complicadas. También puede recurrirse a programas
de computo que permiten el trazo de figuras geomeétricas de estructuras com-
plejas y generar patrones bidimensionales que repiten en las direcciones ver-
tical y horizontal la figura principal generada con trazos circulares (Fig. 4).
El limite en este tipo de actividades es laimaginacién y el tiempo de los par-
ticipantes.

En todas las modalidades y niveles de juego de CIRTRAFI se promueve
un uso de lenguaje natural enriquecido por términos matematicos tales como
circulo, circunferencia, radio, centro, interseccion, érea, segmento, sector,
simetria, rotacion... A pesar de que todos los eventos que ocurren durante €l
juego se comentan, discuten y deciden utilizando el lengugje natural propio
de los jugadores, éstos empiezan a manejar €l pensamiento matemético por-
gue los objetos del juego mismo son de naturaleza matemética. Para nada se
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requiere memorizar definiciones, férmulas o propiedades. Aparte del interés
intrinseco de la interaccion social que provoca CIRTRAFI en nifios, adoles-
centesy adultos, este juego ayuda a desarrollar habilidades caracteristicas del
pensamiento matemético tales como establecer correlaciones, hacer abstrac-
ciones e inferencias, comparar y decidir, visualizar formas geométricas y
describir sus caracteristicas en términos mateméaticos.

En circunstancias como las anteriores, € juego es un vehiculo amable y
accesible que facilita el paso del lengugje natura a un lenguaje mas técnico
gue incluye abstracciones propias de una disciplina cientifica, en este caso de
la geometria, parallegar inclusive a manejo de situaciones que requieren del
manejo de un lenguaje formal como seria € caso del célculo de areas de las
figuras sombreadas obtenidas a partir de trazos circulares. Este hecho reviste
gran importancia por sus implicaciones en e proceso de aprender y aplicar
matematicas. La siguiente seccién considera tales aspectos.

8.2 Loslenguajesen e aprendizaje de las matematicas

Diferentes actividades de aprendizaje suelen clasificarse y estructurarse de
acuerdo con la forma como |os conceptos se presentan, representan y utilizan
por quien aprende. Por ello Skemp (1980) opina que en relacién con las ma-
teméticas. “La meta principa de una presentacion légica es convencer a
guienes dudan, mientras que una presentacion psicolégica busca la compren-
sion.” ... “La presentacién l6gica muestra la idea matematica, no la forma
matemética de pensar.” Es decir, la presentacion |égica consiste en mostrar
los productos de los descubrimientos mateméticos, mientras que la presenta-
cion psicologica trata de inducir en el aprendiz |os procesos involucrados en
la comprension de tales descubrimientos. Por 1o mismo, Skemp considera
gue € aprendizaje de las mateméticas consiste en la formacién de estructuras
conceptuales, las cuales, en general, se comunican y manegjan por medio de
simbolos.

Es importante que los aprendices entiendan como se presentan |os concep-
tos matematicos y cdmo esos conceptos se registran y utilizan en términos de
diferentes tipos de lenguajes. Todo lengugje, sea éste natural, técnico o for-
mal, es un conjunto de simbolos que siguen ciertas reglas y que tienen como
propésito el comunicar mensajes.
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Entenderemos por registro a todo dispositivo usado para guardar algo. De
acuerdo con Duval (1993), el lenguaje natural es el registro mas apropiado
parainiciar y concluir el proceso de aprender mateméticas. Por ello la ense-
fianza de esta importante disciplina debe proponer y coordinar actividades de
aprendizaje en donde € lenguaje natural expresa diversos registros y es €
puente y soporte para construir otros lenguajes, como €l técnico y el formal,
con sus propios simbolos y reglas de operacion.

Es bien conocido que un mismo objeto puede tener diferentes representa-
ciones (palabras, simbolos, formulas, modelos, dibujos, esquemas, curvas,
graficas, tablas, codigos...). Cada una de las representaciones proporciona
unaidea parcial del objeto representado. Las representaciones de los objetos
matematicos adquieren significado y son registradas por e aprendiz de
acuerdo con las circunstancias de su Uso.

Mediante el empleo de diferentes registros de representacion, |os aprendi-
ces adquieren maestria en interpretar las situaciones matematicas, utilizando
primero su propio lenguaje natural, luego insertando los términos abstractos
gue componen el lenguaje técnico de la disciplina en cuestion, para pasar a
uso del lenguaje formal cuando se manejan situaciones complicadas y luego
regresar a su lenguaje natural enriquecido por |as tres etapas anteriores. Con-
sideraremos que estas cuatro etapas constituyen un ciclo de aprendizaje (Ba-
rojasy Dehesa, 2001).

En funcién de lo anterior, diremos que €l aprendizaje significativo ocurre
cuando el aprendiz pasa por ciclos de aprendizaje y logra establecer corres-
pondencias entre distintas representaciones del objeto o situacién matemética
en cuestion. Esto implica que e aprendiz ha adquirido soltura'y seguridad en
el empleo de los tres lengugjes (natural, técnico y formal) y maneja diferentes
registros de representacion. La capacidad de traducir de un lenguaje a otro
puede iniciarse mediante actividades lUdicas. Dicha capacidad alcanzara un
mayor desarrollo cuando el aprendiz-jugador va més alé del juego y cons-
truya conceptos, encuentre y describa propiedades, haga demostraciones y
resuelva problemas.

En resumen, un ciclo de aprendizaje en matematicas consta de las siguien-
tes cuatro etapas, mismas que son usadas de manera gradual e integrada por
los estudiantes cuando participan en su propia representacion y apropiacion
del conocimiento:
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Q) Descripcion de la situacidn, evento 6 fendmeno en lenguaje natural:
uso e interpretacion de términos y frases seguin la experienciay signi-
ficados que les atribuyen |os aprendices en su vida cotidiana.

2 Explicacién de series de situaciones desde los puntos de vista de los
aprendices, pero incluyendo abstracciones que expresan lo que es
comun en tales situaciones y forman parte del lenguaje técnico ca
racteristico de una disciplina.

(©)] Uso de registros de representacion que integran la estructura de un
cierto modelo tedrico en donde se describen y explican en lenguaje
formal los conceptos y las relaciones conceptuales propias de ese
modelo.

4 Manejo de cambios de representaciones para describir, predecir y
calcular; esto requiere cierto control o maestria de las representacio-
nes involucradas, las cuales luego se interpretan en un lengugje natu-
ral enriquecido.

Para fundamentar el planteamiento anterior, retomemos la consideracion
Duval (1993) respecto a hecho de que en el aprendizaje de las mateméticas
intervienen dos procesos basicos, el de abstraccion (A) y € de reconocimien-
to (R). Asociados a estos procesos del pensamiento y funcionando como
elementos que conectan las etapas del ciclo de aprendizaje antes descrito,
definimos los niveles Acy, Are, Ren Y Riv (ver Fig. 1, adaptada de Barojas y
Dehesa, 2001). La notacion correspondiente a los subindices es la siguiente:
(CL) cudlitativo, (RE) representacional, (CN) cuantitativo e (IN) interpretati-
vo. A continuacion describimos brevemente tales procesos y niveles:
Abstraccién: proviene de la deteccidn de semejanzas y diferencias en clases
de objetos relacionados con nuestras propias experiencias; puede usarse co-
mo unareferencia general 6 servir para atribuir significado aalgo. Este pro-
ceso permite interpretar relaciones conceptuales con el proposito de utilizar
representaciones mateméticas para comprender mejor diferentes fendmenos,
sus niveles son:

Cualitativo (AcL): se refiere ala abstraccion de conceptos en términos cuali-
tativos propios del lenguaje natural que describen situaciones extra-
mateméticas, mismas que podrian referirse a diferentes puntos de vista del
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mundo o alin a completos paradigmas cientificos, dependiendo de la madurez
del aprendiz.

Representacional (Agg): concierne abstracciones de conceptos expresados en
forma matemética; corresponde a representaciones en lenguaje matematico
del contenido del nivel Ac, descrito previamente en términos cualitativos.
Reconocimiento: es resultado de memorizaciones y reacomodaciones de
estructuras conceptuales que sirven para identificar objetos, relaciones 6 ex-
periencias; implica el darse cuenta 0 aceptar propiedades generales relativas a
hechos 0 a conexiones entre ellos. Durante este proceso se construyen mode-
los mateméticos de diferente grado de complegjidad y se aclaran las limitacio-
nesy posibilidades de las situaciones descritas en términos mateméticos. En
este caso |os niveles asociados son:

Cuantitativo (Rcy): se identifican objetos de naturaleza matematica que se
describen usando lenguajes formales y se realizan cambios entre representa-
ciones. Este nivel implica la manipulacion del contenido del nivel Agre apo-
yados en la estructura y las reglas de operacion de las representaciones ma-
tematicas, mismas que se usan para describir, predecir 6 calcular.
Interpretativo (Riy): corresponde a reconocimiento de objetos matematicos
en nuevas situaciones extra-matematicas en donde se examinan circunstan-
cias de aprendizaje mas complgjas que lasiniciaes. Este nivel cierrael ciclo
de aprendizagje a interpretar en un lenguaje cotidiano enriquecido lo que se
halogrado en €l nivel previo Rey.

Apoyados en estos dos procesos y sus correspondientes cuatro niveles,
planteamos una estrategia de ensefianza que implica que el maestro desem-
pefia dos roles fundamentales, el de modelado y €l de instrumentacién, mis-
mos que describimos a continuacion (ver Fig. 2, también adaptada de Barojas
y Dehesa, 2001).

El rol del maestro en e modelado sirve para motivar, desarrollar e ilustrar
aplicaciones de conceptos y modelos; se conecta con €l proceso de abstrac-
cion. Este rol entra en funcionamiento cuando el maestro describe una situa-
cion asociada al funcionamiento de cierto sistema o fenémeno y usa como
primera versién una explicacion en la que emplea el lengugje natural, para
proceder luego a traducirlo e interpretarlo en términos primero del lenguaje
técnico y luego del formal (corresponde a los niveles de abstraccion A, y
Agg; describe el camino que parte de laetapa 1, pasapor la2y llegaala3;
ver Fig. 2).
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El rol de instrumentacidn entra en operacién cuando el maestro aplicay eva
[Gala comprensién de los conceptos; se refiere a proceso de reconocimiento.
Este rol concierne tareas relacionadas con la identificacion, traduccion e in-
terpretacion de las representaciones mateméticas, las cuales a principio se
expresan en € lenguagje formal propio de la disciplina y posteriormente se
describen en el de un lenguaje natural enriguecido con la adquisicién y apli-
cacioén de los conocimientos nuevos que han sido generados mediante € tran-
sito por las cuatro etapas del ciclo de aprendizaje (corresponde a los niveles
de reconocimiento Rey Y Rin; parte de la etapa 3, pasa por la 4 y llega nue-
vamente alal; ver Fig. 2).

De acuerdo con la estrategia antes descrita, los niveles antes indicados
(AcL, Are; Ren Y Rin), cumplen las siguientes funciones de naturaleza didac-
tica

e explorar: (Ac—»ARge) para promover una busgueda que pueda conducir a
descubrimiento y lainvencion;

o entrenar: (Are — Rcn) paradesarrollar habilidades de aprendizaje;

e comprender (Rcy — Rin) para mejorar y aplicar e conocimiento ya ad-
quirido; y

e apropiarse (Rin—» AcL) paraincorporar y utilizar en términos personales
algo recientemente adquirido y aplicarlo satisfactoriamente en situacio-
nes diferentes 0 més complejas.

De esta manera, |la estrategia didactica que se apoya en €l desarrollo de ciclos
de aprendizaje permite definir dos tipos de objetivos: el Objetivo 1, que se
refiere al proceso de abstraccion y va de la exploracion al entrenamiento y €l
Objetivo 2, que esta conectado con €l proceso de reconocimiento y requiere
la aplicacion de conceptos matematicos para pasar de la comprension a la
apropiacién de conocimientos.

Conviene mencionar que la nocién de ciclo de aprendizaje se ha aplicado
al desarrollo de heuristicos Utiles en la solucién de problemas en fisica (Baro-
jas 'y Pérez, 2001) y mateméticas (Barojas y Dehesa, 2004), en sistemas de
aprendizaje humano tales como la formacion de profesores (Barojas, 2003) y
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en la construccién del conocimiento organizacional (Barojas y Jiménez,
2003).

Como gjemplo ilustrativo de una aplicacion de lainclusion de juegos, del uso
de registros de representacién y del manejo de lenguajes en €l ciclo de apren-
dizaje antes descritos, proponemos una clasificacion de las actividades de
aprendizaje contempladas en € curso de Matematicas | del primer semestre
en € Sistema de Bachillerato del Distrito Federal (D.F.). La informacién
correspondiente ha sido tomada directamente de los Programas de Estudio de
Mateméticas |, publicados por €l Instituto de Educacién Media Superior del
D.F. En este caso consideramos que los dos primeros niveles del ciclo de
aprendizaje, los de abstraccion cualitativa y representacional (AcL Y Age),
intervienen primordialmente en las aplicaciones de juegos, que en dicho pro-
grama solo ocasionalmente se llega a nivel del reconocimiento cuantitativo
(Ren) Y que es poco prabable que se aborde €l nivel de reconocimiento inter-
pretativo (Riy) que cierra e ciclo de aprendizagje mediante aplicaciones a
situaciones extramateméticas de mayor complejidad respecto de las que ini-
cian el ciclo.

En la Tabla 1 presentamos en la primera columna los temas principales de
la lista de contenidos del programa de Matematicas |. Las dos siguientes co-
lumnas contienen actividades asociadas a tales contenidos, mismas que he-
mos distribuido en los niveles correspondientes a Aci, Are Y Ren. El propési-
to de estas actividades de aprendizaje es gercitarse en la exploracion de con-
ceptos mediante la manipulacion de objetos mateméticos concretos (segunda
columna) para pasar posteriormente a actividades conectadas con representa-
ciones simbdlicas de los mismas, asi como las operaciones y los algoritmos
gue puedan construirse con ellos (tercera columna). Para apoyar €l desarrollo
de tales actividades podréan concebirse juegos con tarjetas, fichas y tableros,
como en el caso de CIRTRAFI. También podran utilizarse maguinas articu-
ladas que permitan generalizar construcciones con reglay compas.

La utilizacién de méaguinas articuladas en el contexto antes descrito tiene
una triple justificacion: (1) implica actividades de exploracién y descubri-
miento, como en el desarrollo de los juegos del tipo de CIRTRAFI; (2) pro-
picia el manejo de los lenguajes natural, técnico y formal, siguiendo los nive-
les del ciclo de aprendizaje considerado en este trabajo, y (3) permite desa-
rrollar actividades de aprendizaje asociadas alos niveles Aci, Are, RenY Rin,
seglin sea el grado de madurez alcanzado por los estudiantes en relacion con
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el mangjo de los registros de representaciones. Todos y cada uno de estos
aspectos influyen en el desarrollo del pensamiento matemético.

Laimportancia del disefio de actividades de aprendizaje referidas a transi-
ciones entre las etapas consgtitutivas del ciclo de aprendizaje estriba en que s
los alumnos participan activamente en ellas, de dicha participacion podran
derivarse la construccion y aplicacion de conocimientos. Esto significa que,
de acuerdo con Jonassen, Peck y Wilson (1999), los aumnos deben involu-
crarse en actividades que les presenten novedad e interés 'y de las cuales ob-
tengan aprendizajes, para que después manifiesten 1o que han aprendido a
gjecutar tales actividades. Nuestra propuesta consiste justamente en desarro-
llar juegos y construir maguinas para la ensefianza de las mateméticas que
sean utilizadas como instrumentos concretos para propiciar dichos aprendiza-
jes.

Agradecimientos. Hacemos reconocimiento al trabajo de Silvia Villarreal
Bello para preparar las figuras 3 y 4 de CIRTRAFI, a partir de documentos
generados por Martha Islas Mezay la conceptualizacién de dicho juego reali-
zada por Nahina Dehesa.
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(2) PUNTO DE VISTA DEL APRENDIZ
(Abstracciones de gjemplos en diferentes contextos)

o,
o

(1) LENGUAJE COTIDIANO
(Términos, interpretaciones y (4) LENGUAJE FORMAL
consecuencias (Estructuras modelo de tipo tedrico)

16}
GN

(4) CAMBIOSDE REPRESENTACIONES
(Descripciones, prediccionesy célculos)

Figura 1. Ciclo de aprendizaje utilizado en la construccion del conocimiento
matemético.
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Proceso de reconocimiento-instr umentacion

Figura 2. Diagrama de una estrategia didéactica para el desarrollo de conceptos
matematicos.
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Tabla 1.
Actividades de aprendizaje para el curso de Matematicas |
TEMAS ABSTRACCION (Ac_ y Ae) RECONOCIMIENTO(Rc) |

Lenguajes simbdlicos | Opinar, discutir y representar con | Verbalizar, escribir e inducir.
simbolos.

Numeros Naturales Repasar operaciones y trabajar con | Uso de paréntesis.
propiedades de conmutatividad, Calculo de 4reas de cuadrades
asociatividad y distributividad. y recténgulos.

Sistemas Antiguos de Comparar sistemas como el maya, | Realizar conversiones entre

Numeracién babilénico, romano y egipcio. tales sistemas.

Bases Leer y escribir en distintas bases. Manejar sistemas posicionales y

algoritmos.

Multiplos y Divisores

Ejercicios para la obtencion de

Obtencién del minimo comun

a partir de construcciones con regla y
compas para copiar triangulos y
poligonos.

miltiplos y divisores. mltiplo y def méximo comin
divisor.
Primos y Algoritmo de Factorizacion. Algoritmos de descomposicion.
Euclides
Numeros Enteros Operaciones y leyes de signos. Uso de paréntesis, recta
numérica y valor absoluto.
Ecuaciones (Primer Ecuaciones con enteros, Tablas de expresiones.
acercamiento) Uso de lenguaje algebraico.
Construcciones con Construccion de perpendiculares, Copiar ngulos.
Regla y compas paralelas, mediatrices, puntos medios | Operaciones con segmentos.
y bisectrices.
Congruencia Obtencién de criterios de congruencia | Justificacién formal de las

construcciones con regla y
compas {primer paso hacia la
demostracién)

Propiedades del tridngulo

Clasificacién de triangulos.
Construccion de mediatrices,
hisectrices, alturas y medianas.

Necesidad y logica de las
demostraciones geomeétricas.

acercamiento)

de partes iguales.

Area Calculo de dreas de triangulos. Construccion de tablas
(acercamiento a funciones).
Angulos Medidas con transportador. Demostracién de que la suma
Distincion de angulos congruentes. de los angulos interiores de un
tridngulo es 180°.
Semejanza (primer Dividir un segmento en cierto nimero | Demostracién intuitiva.

Introduccién a los
nlimeros naturales

Definicién y notacion.
Construccion con regla y compés,

Fracciones equivalentes.
Operaciones con fracciones.

Ecuaciones (segundo
acercamiento)

Solucién de ecuaciones de primer
grado y obtencién de tablas.

Plantear y resolver ecuaciones a

partir de problemas.
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D || &
G || A%
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(b)
Fig. 3. (a) Trazos circulares.
(b) Figuras correspondientes con CIRTRAFI

Fig. 4. Ejemplo del disefio de un patron formado por
la reproduccion de una figura compleja obte-
nida mediante trazos circulares
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