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Prélogo

Mt’lltiples dreas de la ingenieria y de otras 4reas del conocimiento como la electrénica, las telecomunicacio-
nes, la computacion, la ingenieria eléctrica, el control, el procesamiento de imagenes, la medicina y hasta el
entretenimiento, entre otras, requieren obligatoriamente del estudio formal de las sefiales y los sistemas. Aun
cuando la naturaleza fisica de las sefiales y sistemas que surgen en las diversas disciplinas puede ser diferen-
te, todas tienen caracteristicas basicas comunes, de ahi la importancia fundamental de esta asignatura en las
carreras de Ingenieria y su indiscutible impacto en el &mbito profesional.

Es por ello que para las carreras de Ingenieria se tiene una asignatura dedicada a estudiar los fundamentos
del Andlisis de Sistemas y Sefiales, ya que constituye la columna vertebral para el conocimiento de diversos
conceptos y metodologias pues relaciona contenidos de las ciencias bésicas, las ciencias de la ingenieria y los
de ingenieria aplicada.

El andlisis y procesamiento de sefiales y sistemas involucran técnicas y procedimientos tanto en el dominio
de tiempo continuo y discreto, como en el dominio de la frecuencia. Estos temas abordados en la forma tradi-
cional, suelen ser densos, abrumadores, tediosos y laboriosos para el alumno, dado que estdn basados en una
fuerte dosis de conceptos de andlisis matemadtico y de fisica, ambiente que prevalece en un curso convencional
y que no favorece a que el estudiante atienda con efectividad la continuidad en los temas y por tanto pierda su
interés en la asignatura.

Este libro de texto enfocado a la asignatura de Senales y Sistemas es una segunda edicién. La primera se realiz6
en formato impreso, con el apoyo de la Direcciéon General de Asuntos del Personal Académico a través del Pro-
yecto PAPIME 191066. Esta nueva edicion se ha realizado con la misma estructura de la primera, aunque ahora
en un formato electronico, el cual tiene la posibilidad de estudiarse en dispositivos méviles y en los diversos
exploradores de la Web.

En este libro se estudian y analizan modelos matematicos sencillos que el estudiante puede comprender e
interpretar como una aproximacién al comportamiento de los sistemas y sefiales reales presentes en su entorno
cotidiano.

El enfoque que hemos dado en este libro de texto es el de vincular de forma estratégica la teoria y la simulacion
a través del uso del programa de cémputo MarLAB, de manera que el alumno pueda ejercitar eficazmente la
teoria a través de simulaciones permitiéndole lograr un aprendizaje efectivo y de calidad, no sé6lo en los cono-
cimientos de la propia asignatura, sino en las habilidades y capacidades adquiridas a través del manejo de esta
herramienta de gran potencia para la simulacién, el célculo, procesamiento y visualizacion gréfica.

La herramienta de software matemético utilizada, MarLAB (abreviatura de MATtrix LABoratory), ofrece un en-



torno de desarrollo integrado con lenguaje de programacion propio para el manejo matematico y de visualiza-
cién grafica, siendo ademds una aplicacién de uso muy difundido, muy poderosa y de fécil programacién, de
manera que este texto estd disefiado para que los estudiantes puedan entender de manera gradual su empleo
en la medida que van avanzando en el estudio de los temas que se estudian.

La experiencia de los participantes de este proyecto en el uso de herramientas de cémputo avanzado, ha de-
mostrado que se logra en los alumnos un mejor desempefio, aprovechamiento y entendimiento de los temas
de la asignatura cuando se incorpora esta herramienta, sin descuidar los aspectos formales de la teoria.

Este libro pretende proporcionar a profesores y estudiantes los elementos fundamentales del Andlisis de Sis-
temas y Senales, mediante un enfoque formal de la teoria y su aplicacién en la solucién de problemas para
alcanzar dominio en el manejo de sus contenidos teméticos. Su formato, tiene como objetivo, facilitar que los
estudiantes desarrollen habilidades que les permitan razonar, comprender y entender las relaciones entre la
nueva informacién que adquieren y el conocimiento previo que poseen.

Esta nueva version se ha actualizado y se han considerado los comentarios y sugerencias de estudiantes y profe-
sores. Se han incluido en Apéndices archivos *.m que incluyen funciones de MarLAB, demostraciones relavantes,
problemas adicionales, asi como las respuestas a los mismos.

Por otro lado, la forma en que esté estructurado este libro es iniciando con los conceptos fundamentales de
los sistema y las sefiales, su clasificacién, propiedades y su manipulacién, tanto en el tiempo continuo como
discreto, lo que se presenta en los capitulos 1 y 2. En el capitulo 3 se estudian los métodos de andlisis para
determinar las respuestas de los sistemas continuos, tales como la respuesta al impulso, la respuesta de estado
cero, la respuesta de entrada cero,?etc., incluyendo también la integral de convolucién.

En el capitulo 4 se aborda el anélisis de sistemas continuos, lineales e invariantes en el tiempo mediante la
Transformada de Laplace. Los sistemas discretos se estudian con detenimiento en el dominio del tiempo en el
capitulo 5y en el 6 se analizan con la transformada Z. En los capitulos 7, 8 y 9 se da espacio al andlisis de Fourier
para sistemas continuos y discretos, donde se analiza la serie y la transformada de Fourier.

En el dltimo capitulo 10 se presentan los fundamentos del teorema del muestreo que es un tema importante en
el anédlisis matematico y en el uso de tecnologias digitales, solo por mencionar algunos aspectos.

Los autores pretendemos que esta asignatura motive al estudiante de Ingenieria, que le quede claro la impor-
tancia de su estudio, que pueda comprenderla, asimilarla y que estimule su creatividad en el desarrollo de
aplicaciones con los temas que se abordan.

Estamos convencidos de que larealizacién de los ejemplos, ejercicios y problemas que se presentan serd de gran
ayuda para que el estudiante se involucre en la asignatura, ya que al tener una dindmica mads activa, interactiva
y de investigacion, le permitird tener una formacién més completa en su carrera; y sin duda percibird la gran
importancia que tienen los sistemas y senales en las diversas disciplinas de la ingenieria.

Finalmente, cabe mencionar que este libro se ha desarrollado en la Divisién de Ingenieria Eléctrica de la Fa-
cultad de Ingenieria, dentro del marco del Programa de Ediciones Electrénicas de Libros PAPIIT, PAPIME e
INFOCAB de la Direccién General de Asuntos del Personal Académico.

Los autores
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1

Sistemas




1.1

Introduccion

Es imposible llevar a cabo el estudio, andlisis y sintesis de los sistemas sin el conocimiento de las caracteristi-
cas y propiedades de las sefiales y viceversa. Un sistema requiere de las sefiales como entradas y se encuentran
como salidas del mismo, es por esto que un sistema puede considerarse como una relacién de transformacién
de sefnales.

Lanecesidad del ser humano por conocer su medio ambiente, lo ha llevado primeramente a tratar de estudiarlo
y entenderlo. Es asi que para explicar muchos de sus fenémenos, ha visto la conveniencia de definir a los sis-
temas, ordenarlos, seleccionarlos y clasificarlos. En términos generales, se puede definir un sistema como un
conjunto de elementos que interactiian entre si, en el que se observan acciones o transformaciones particulares.

De acuerdo con lo anterior, se puede separar a los sistemas en naturales y los hechos por el hombre, lo que
permite entender la relaciones que tienen los elementos que los componen ya sean éstas ldgicas o mateméticas.
No obstante, es necesario contar con una clasificacién detallada, agruparlos por su naturaleza y asi establecer
una primera agrupacion general de sistemas. Entre otros, se tienen:

Tecnoloégicos
Econdémicos
Sistemas < Politicos

Ecolégicos

Bioldgicos

Sistemas Tecnolégicos. Son aquellos sistemas que el hombre ha creado para adaptarse y transformar al medio
ambiente en el que vive como pueden ser automéviles, maquinarias, refinerias, etc.

Sistemas Econémicos. Son los instrumentos y mecanismos que el hombre usa para mantener relaciones de
intercambio basados en papel moneda y precios; como ejemplos podemos mencionar las economias de los
paises, la cotizacién del petroleo, tipos de cambio, etc.

Sistemas Politicos. Es la forma en que se organizan y regulan los temas publicos y la gestién del estado; para
ello se tienen los poderes ejecutivo, legislativo y judicial, asi como las leyes que los rigen.

Sistemas Ecolégicos. Son aquellos sistemas en los que se relacionan los seres vivos con el medio ambiente en
el que viven; podemos mencionar como ejemplos las relaciones que se establecen en torno de rios, al mar o el
desierto.

Sistemas Biol6gicos. Estos sistemas estdn conformados por drganos vivos que realizan determinadas funcio-
nes, como son los sistemas respiratorio y digestivo, entre otros.

El listado anterior puede ser enriquecido por una cantidad mucho mds grande de sistemas, sin embargo, no
es nuestra finalidad tener un listado extenso de los distintos tipos de sistemas considerando su naturaleza.
Particularmente, nos interesa estudiar aquellos creados por el ser humano, conocidos como sistemas fisicos.



1.2

Clasificacion de sistemas

En la vida cotidiana se tiene relacién con multiples sistemas, la ingenieria en particular ha desarrollado una
gran cantidad de técnicas que le han permitido interaccionar con sistemas de muy diversos origenes, haciéndo-
la cada dia mas multidisciplinaria. Los sistemas fisicos pueden clasificarse de muy diversas formas y criterios.
Un primer criterio es su naturaleza, asi, tenemos sistemas térmicos, mecédnicos, eléctricos, etc. Sin embargo,
para estudiarlos es mejor clasificarlos de acuerdo con las caracteristicas de sus comportamientos, o mejor di-
cho, con los modelos mateméticos que los representan, y de esta forma, sistemas muy diversos pueden ser
agrupados y analizados.

Desde el punto de vista de la ingenieria, se puede considerar a un sistema como todo proceso que lleva a cabo
una transformacion de las senales. En este orden de ideas, es posible afirmar que la humanidad ha creado un
mundo de sefiales y sistemas, desde los aparatos domésticos hasta los sistemas de comunicacién y de satélite,
por mencionar algunos.

x(1) (1)
— Sistema e
x[n] yIn]

Figura 1.1: Representacion de un sistema, con una entrada y una salida.

Un esquema general, muy usado para representar a un sistema se muestra en la figura 1.1, en la que se observa
un sistema que tiene una entrada y una salida. Las entradas y salidas son sefiales que pueden ser continuas
(x(0), y(1)) o discretas (x[n], y(nl).

En las siguientes secciones se presenta la clasificacién de los sistemas.

Sistemas causales y no causales

Los sistemas causales se conocen también como no anticipativos o no predictivos. Son aquellos en los que su
respuesta o salida es causa o efecto de la entrada que se aplica. Un sistema es causal si cumple con que debe
cambiar primero su entrada para observar cambios en la salida, o bien, si la salida del sistema en un instante
tp depende sélo de los valores de la entrada para t < fy entonces se dice que el sistema es causal. El sistema
representado por la Ec. (1.1) es causal, dado que la salida en un cierto tiempo, es funcién de la entrada en un
tiempo anterior.

vy =x(t-1) (1.1)

10



Si dos entradas a un sistema causal son idénticas hasta un instante ¢, las correspondientes salidas deben ser
también iguales hasta ese mismo instante, dado que el sistema no puede predecir si las entradas serdn diferen-
tes después de 11, es decir, si

x1(8) = x2(1) para <t (1.2)

entonces, si el sistema es causal

y1(8) = (1) para <1 (1.3)

Los sistemas no causales o anticipativos son aquellos en los que su respuesta puede adelantarse a la entrada
o anticiparse al responder, atin antes de que la entrada esté presente. La Ec. (1.4) representa a un sistema no
causal.

v =x(t+1) (1.4)

En muchas ocasiones interesa saber la respuesta del sistema anticipadamente por ejemplo en a segundos ade-
lante, es decir, y (¢ + a) y para esto es necesario predecir la entrada x (£ + @); como ejemplo se pueden mencio-
nar los sistemas de informacién meteorolégicos, que intentan conocer con anticipacién cémo se comportara
el clima, lo que ayudaria en su caso a implementar acciones de proteccion civil.

Sistemas con memoriay sin memoria

Los sistemas con memoria son aquellos cuya salida en un tiempo t;, depende de los valores de la entrada en ese
mismo tiempo y en tiempos anteriores. Se les conoce como sistemas dindmicos. Un ejemplo de un sistema con
memoria es un capacitor, en el que la corriente eléctrica que circula a través de €l es la entrada y la salida es el
voltaje, la relacién matematica que lo representa es

1 t
v(t) = —f i(n)ydr (1.5)
CJ-
En el modelo de la Ec. (1.5) se puede observar que el valor del voltaje en el tiempo ¢, depende de la capacitan-
cia C y del comportamiento de la corriente eléctrica en el tiempo pasado hasta el tiempo ¢. Los sistemas sin
memoria son los que su salida s6lo depende de la entrada en el tiempo en el que se analizan. Se denominan
sistemas algebraicos o amnésicos. Un ejemplo de estos sistemas es una resistencia eléctrica, si se toma como
salida el voltaje que se presenta en sus extremos al aplicarle una corriente eléctrica, esto es

v(t)=Ri(1) (1.6)

La Ec. (1.6) muestra que un resistor es un sistema sin memoria, puesto que el valor del voltaje de salida en el
tiempo ¢, s6lo depende de los valores de la resistencia y de la corriente en ese mismo tiempo.
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Sistemas de parametros concentrados y parametros distribuidos

Los sistemas de pardmetros concentrados son aquellos en los que sus pardmetros se pueden localizar, en regio-
nes o puntos especificos del mismo. Un circuito eléctrico, como el que se muestra en la figura 1.2, es un ejemplo
de este tipo de sistemas. Dicho circuito consta de seis resistencias en serie por las que fluye una misma corrien-
te eléctrica, i1,14;- El voltaje de cada resistencia se puede medir en puntos especificos o regiones en el entorno
de cada una de ellas. Los sistemas de este tipo se representan o modelan mediante ecuaciones diferenciales
ordinarias.

R Ry
—A\NV AVAVAY:
+
Rs Vg
v(t) CD @
Ry
—A\VNV NN
Rg Rs

Figura 1.2: Dado que la corriente del circuito serie, es la misma en cada punto en que se mida, y los voltajes en
cada resistencia se miden en puntos especificos el sistema es de pardmetros concentrados.

Por el contrario, los sistemas de pardmetros distribuidos, son aquellos en que los efectos de una entrada son di-
ferentes en los elementos del sistema de acuerdo con su distribucién espacial, es decir, que un parametro varia
en cada punto del sistema, teniendo esta variacién una estrecha relaciéon con las dimensiones fisicas del siste-
ma estudiado. El tubo de distribucién de agua, que se presenta en la figura 1.3 es un ejemplo de un sistema de
pardmetros distribuidos. Si la tuberia tiene una longitud de varias decenas de kilémetros, la presién p; medida
ala salida de la bomba serd mayor que las respectivas py, ps y ps donde se cumple que

P1> Pp2> p3 > ps (1.7)

Las propiedades de la tuberia tales como la rugosidad, el didmetro y distancia /, asi como la instalacién en
el terreno hacen que cada Al afecte al fluido disminuyendo la presién. La presién en un punto cualquiera d!
estard dado por la Ec. (1.8).

ap
=p+—dl 1.8
P=r+7 (1.8)

Como se puede observar una pequeiia muestra de la tuberia tendrd un modelo en funcién de derivadas parcia-
les siendo ésta la caracteristica de este tipo de sistemas.
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Figura 1.3: La tuberia de distribucién de agua es un sistema de pardmetros distribuidos, ya que en cada Al se
modifica la presién del fluido.

Sistemas lineales y no lineales

Los sistemas lineales son aquellos que satisfacen el principio de superposicion (homogeneidad y aditividad).
La superposicién establece que la respuesta de un sistema a una suma de sefiales es igual a la suma de las
respuestas de cada una de las sefales, es decir

y1(t) = H{ax,(0)} = aH{x.(0)}

¥2(0) = H{Bxp(0)} = BH{xp(1)}

YViotal(t) = H{a’xa(t) + ﬁxb(t)}
= aH{xq(0)} + BH{xp(0)}

La figura 1.4 muestra graficamente el principio de superposicion.

Las expresiones matemadticas de las graficas que se muestran son:

() = H{e(t)}
b(t) = H{a(1)}
d(t) = H{c()}
e(t) = a(t) +c(t)

f@) =H{a®)}+ H{ct)}

El c6digo correspondiente de MATLAB es el siguiente:

% Figura 1.4

a=[zeros(l,2), 1.5xones(1,4), zeros(1l,32)1;
c=[zeros(1,20), —-0.5%ones(1,4), zeros(1l,14)];
el=a+tc;

coef=0.35;

b(1)=0;
for k=2 : 38; b(k)=a(k)—-coefxb(k-1); end
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d(1)=0;
for k=2 : 38; d(k)=c(k)—coef*xd(k—-1); end

£(1)=0;
for k=2 : 38; f(k)=el(k)—-coef*f(k—-1); end

yt (1)=0;
for k=1 : 38; yt(k)=b(k)+d(k); end

subplot (3,2,1); plot(a); axis ([0 40 -1 2]);
subplot (3,2,2); plot(b); axis ([0 40 -1 2]);
subplot (3,2,3); plot(c); axis ([0 40 -1 2]);
subplot (3,2,4); plot(d); axis ([0 40 -1 2]);
subplot (3,2,5); plot(el); axis ([0 40 -1 21);
subplot (3,2,6); plot(f); axis ([0 40 -1 2]);
text (-50,6.7,"'(a)")
text (3.0,6.7,"(b)")
text (=50,2.5,"'(c) ")
text (3.0,2.5,'(d)")
text (-50,-1.6,"'(e)")
text (3.0,-1.6, ' (f)")

2 2

1 1

—

0 0

"o 10 20 30 40 o 10 20 30 40

2 2

1 1

0 0

\_J VS
-1 -1
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
(c) (d)

2 2

1 1

0 0

\_/ S
-1 -1
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

(e) ()

Figura 1.4: Principio de Superposicién. Las sefiales que se muestran en las graficas (b) y (d) son las respec-
tivas salidas del sistema a las componentes mostradas en (a) y (c). Las sefiales mostradas en (e) y (f) son los

respectivos resultadosde a+cy b+d.
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Ejemplo 1.1

Sea el sistema eléctrico mostrado en la figura 1.5. Encuentre la ecuacién que permita determinar el voltaje v,.

8 1 'b
U1C:> Ty S vo CDUZ

Figura 1.5: El voltaje de salida v, es funcion de las fuentes independientes de voltaje v; y v».
A partir de las leyes de Kirchhoff, se deduce la siguiente expresién que permite conocer el valor de v,

_ RoR3 1+ R1R3 1y
a RiRy+RjR3+ RyRg

(1.9)

Vo

Aplicando el principio de superposicion, el circuito eléctrico se puede “descomponer” en dos secciones, como
se muestra en al figura 1.6. Se observa que en cada una de ellas se ha eliminado (poniéndola en corto circuito)
una de las fuentes independientes. Cada circuito se analiza de forma tal que permita encontrar el voltaje de
salida en la resistencia R3.

Figura 1.6: El voltaje de salida v, se puede calcular sumando los voltajes en la resistencia R3 debidos a cada una
de las fuentes independientes de voltaje v; y v, actuando por separado.

La ecuacion para calcular el voltaje de salida producido por la fuente independiente v, es:

R2R3 41
Vol = (1.10)
RiRy+RiR3+ RoR3
Mientras que la ecuacién con la que se calcula el voltaje de salida, producido por la fuente v, es
RiR3 v
Voo = L 2 (1.11)
RiRy + Rle + R2R3

finalmente
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Vo = Vo1 + Vo2 (1.12)

Los sistemas no lineales no satisfacen el principio de superposicién. Retomando el ejemplo anterior, si se consi-
dera que el valor de la resistencia R; es funcion del voltaje en la resistencia R, o sea que Rs = f(vg, ), el principio
de superposicién no se cumplird, dado que el sistema seria no lineal.

Sistemas variantes e invariantes en el tiempo

Un sistema se dice que es invariante en el tiempo, si cuando se desplaza en el tiempo la sefial de entrada, este
desplazamiento ocasiona en la sefial de la salida del sistema un desplazamiento idéntico en el tiempo. Esto
es, sila entrada y la salida de un sistema invariante en el tiempo son x(¢) y y(¢) respectivamente; al desplazar
la entrada, x(¢ + tp), la salida correspondiente es y(t + #;). La salida de un sistema invariante en el tiempo, no
depende del tiempo en que se aplica la entrada; en tanto que para un sistema variante en el tiempo si hay una
dependencia del tiempo en el que se aplica la senal de entrada.

Ejemplo 1.2

Considere el circuito eléctrico de la figura 1.7. Consta de una fuente independiente de voltaje que suministra
energia a una ldmpara incandescente de resistencia R. Si v;(t) = sin(27¢t) [V], se desea calcular la corriente
eléctrica a través de la ldmpara, para los valores de la resistencia siguientes:

a) R=10Q;lo que representaria que la ldmpara nunca modifica sus pardmetros.

b) R=10(1-0.85¢"%1%") Q;lo que implica que el desgaste del filamento sigue tal regla.

v C) R

Figura 1.7: El circuito eléctrico, se considera un sistema invariante en el tiempo si sus componentes tienen un
valor constante. Si sus parametros dependen del tiempo el sistema es variante en el tiempo.

A partir de la ley de Ohm, se determina la corriente eléctrica que circula alrededor de la malla, asi

=2 (1.13)
O_R .

Para el primer caso, R constante, el valor de la corriente eléctrica es el mostrado en la figura 1.8, en la que
se puede observar que la corriente tiene la misma forma de onda si la entrada es desplazada en el tiempo.
En el segundo caso, R variable, se observa en la figura 1.9 que el valor de la corriente eléctrica depende del
desplazamiento que se aplica a la entrada.
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Figura 1.8: La corriente eléctrica a través de la ldmpara es la misma si el voltaje aplicado v; se desplaza 0.5
segundos. Por consiguiente, el sistema eléctrico se considera invariante en el tiempo.

o

% Figura 1.8 Sistema invariante en el tiempo
clear;

t=[0:0.005:3];

x=sin (2+pixt);

r=10;

% funcion invariante en el tiempo

yl=x/r;

A=figure(1l);

set (A, 'position', [21 238 490 5001);
subplot (2,1,1);

axis ([0 3 —-0.11 0.111]);

hold;

plot (t,vyl);

xlabel ("t [s]");

text (0.7,10.6, 'sistema invariante en el tiempo');
%$%% calculando la funcion desplazada
x=[zeros (1,100) sin(2xpi*[0:0.005:2.5])1;
y2=x/r;

subplot (2,1,2);

axis ([0 3 -0.11 0.111]);

hold;

plot (t,y2);

xlabel ("t [s]");
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Figura 1.9: La corriente que pasa por la ldmpara no es igual a la que resulta cuando el voltaje aplicado v; se
desplaza 0.5 segundos. Por consiguiente, el sistema eléctrico se considera variante en el tiempo.

o

% Figura 1.9 Funcion variante en el tiempo

t=[0:0.005:371;

x=sin (2+pixt);
r=10*x(1-0.85xexp (-t*x0.15));
y3=x./r;

C=figure(3);

set (C, 'position', [518 238 490 5001]);

subplot (2,1,1);

axis ([0 3 =-0.61 0.61]);

m=line; set (m, 'Xdata', [0 3], 'Ydata',[0.5 0.51);
m=line; set (m, 'Xdata', [0 3], 'Ydata',[-0.5 -0.51]);
hold;

plot (t,y3);

xlabel ("t[s]'");

text (0.7,5, 'sistema variante en el tiempo');

o)

% demostrando la varianza en el tiempo t=t-1

x=[zeros (1,100) sin(2xpix[0:0.005:2.5])1;
vad=x./1;

subplot (2,1,2);

axis ([0 3 =0.61 0.611);

m=1line; set (m, 'Xdata', [0 3], 'Ydata', [0.5 0.5]);
m=1line; set (m, 'Xdata', [0 3], 'Ydata',[-0.5 =0.51]);
hold;

plot (t,vy4);

xlabel ("t [s]");
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Sistemas continuos, sistemas discretos y sistemas
cuantizados

Sistemas continuos

Son aquellos sistemas en los que las sefiales de entrada y las de salida son continuas, es decir, tienen un valor en
amplitud para todo tiempo, donde el tiempo es una variable real, como se muestra en la figura 1.10a. También
se dice que este tipo de sistemas no estdn acotados en la amplitud y en el tiempo. Frecuentemente, son referidos
como sistemas analdgicos.

Sistemas discretos

Los sistemas discretos son aquellos en los que las sefiales de entrada y de salida, pueden tomar cualquier valor
de amplitud en ciertos instantes de tiempo, es decir que no estdn acotados en amplitud pero si en el tiempo,
como se muestra en la figura 1.10b. Ejemplos de estos sistemas son los indices poblacionales y demogréficos,
la forma en que varian los precios en la bolsa de valores. Hoy en dia, hay una gran cantidad de aplicaciones
que basan su funcionamiento en los sistemas discretos. Vale la pena enfatizar que las matemadticas discretas
permiten las soluciones en computadora de problemas en el mundo real.

Sistemas cuantizados

Se caracterizan por cambiar su amplitud en valores determinados en ciertos instantes de tiempo. Este tipo
de sistemas se observan en los sistemas electrénicos digitales, que basan su operacién en el sistema de nu-
meracion binario, ddndoles un gran potencial en cuanto a las posibles aplicaciones, como ejemplos podemos
mencionar a las computadoras, los relojes electrénicos, etc.

Una gréafica que muestra el tipo de sefiales para estos sistemas se observa en la figura 1.11.
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Figura 1.10: (a) Respuesta de un sistema continuo (b) Respuesta de un sistema discreto

0 1 Il 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 1.11: Un sistema cuantizado s6lo puede procesar sefiales que toman amplitudes determinadas en tiem-
pos determinados.
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Resumen

En este capitulo se ha estudiado la clasificacion de los sistemas fisicos y en particular se ha detallado la clasifi-
cacién que laingenieria eléctrica establece para su estudio. Hay que subrayar, que la generalidad de los sistemas
son no lineales y variantes en el tiempo, sin embargo, en muchas ocasiones pueden ser estudiados como siste-
mas lineales e invariantes en el tiempo si se toman las consideraciones pertinentes, obteniendo modelos que
representan con gran aproximacion al sistema analizado. El hecho de simplificar los modelos matematicos ha-
ce que la representacion del sistema correspondiente sea efectiva s6lo en un intervalo de operaciéon definido,
limitando también las diversas soluciones, lo que se buscard en un gran nimero de aplicaciones.

En la medida que se necesite ampliar las caracteristicas del modelo, también se deberdan tomar en cuenta las
caracteristicas establecidas en cada una de las clasificaciones de los sistemas y por tanto el modelo se vuelve
mas complejo. Un ejemplo muy ilustrativo de esto es la resistencia eléctrica, cuyo modelo lineal es una cons-
tante que representa la oposicion al paso de la corriente eléctrica. El modelo anterior, es véalido en el estudio de
circuitos eléctricos y electrénicos, pero no es funcional cuando en un material cerdmico con las caracteristicas
de un superconductor, se quiere estudiar la conductividad con respecto a la temperatura del mismo; el modelo
matemadtico de la resistencia que se opone al paso de la corriente debe contar con pardmetros tales como la
temperatura, haciendo al modelo no lineal.
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Problemas

1.1 Aplique x; (1) y x2 (£) como entrada a los sistemas representados por los modelos siguientes, determine sus
respuestas y diga cuales son sistemas variantes o invariantes en el tiempo, justifique su respuesta usando

MATLAB.

a) y(1)=sin(2rx (1))

b) y(t) =tsin(2rx(1))

o y(r=2""

1.2 Diga si los sistemas representados por las siguientes expresiones son lineales o no lineales, encuentre las
respuestas tomando como entrada x; (¢) del problema 1.1. Use MATLAB para justificar su respuesta.

a) y(t)=5e 300 _5g=50(0)

b) y(t)=2sin(x; (£))+ cos(x; (1))

0 y(t)=-5t2e 500

1.3 Lafigura 1.12 muestra las respuestas de tres sistemas diferentes a los que se les aplicé la misma entrada
en t =0y ¢t =12.5. Indique cuales sistemas son variantes y cuales son invariantes en el tiempo.

60

40
/ 20

x10°

- N W N

a) b)

/

0 5 10 15

c)

Figura 1.12: Sefiales de salida del problema 1.3.

22



1.4 Se tienen tres sistemas a los que se les ha aplicado como entrada las componentes 1y 2 (figuras 1.13, 1.14
y 1.15). Se ha obtenido la suma de las salidas (Suma Comp. 1 + Comp. 2) y la respuesta total del sistema; a

partir de las graficas obtenidas diga si cada uno de los sistemas es lineal o no lineal.

salida 1 salida 2
0 6
-2 4
-4 2
-6 0
0 1 2 3 0 1
1
0.5
0 1 1 I 1 L
0 0.5 1.5 25
Suma salida 1 + salida 2
1
0.5
0 1 1 I 1 L
0 0.5 1 1.5 2 2.5
Respuesta total
Figura 1.13: Sefiales del problema 1.4.
salida 1 salida 2
0 10
-2
5
-4
-6 0
1 2 3 0 1 2
10
5
0
5 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25
Suma salida 1 + salida 2
0
-0.05
-0.1
-0.15
0.2 1 1 1 1 1
0.5 1 1.5 2 2.5

Respuesta total

Figura 1.14: Sefiales del problema 1.4.
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salida 1 salida 2
2 1
1 05
0 0
-1 0.5
2 5 10 15 20 o 5 10 15 20
4
oL
ok
ok
4 L L L L L 1 L 1 L
0 2 4 siha salida ] + salidh2 14 16 18 2
! ! ! ! : . . . .
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Respuesta total

Figura 1.15: Sefiales del problema 1.4.

1.5 Determine si los sistemas especificados por las expresiones que relacionan la entrada con la salida, son

lineales e invariantes en el tiempo.
a) y(t)=sin(x (1))
by yt)=x(t+1)+x(-1t-1)

1
) y(t)—x(gt—l)

n+3

1
7) ylnl == Y xI[k]

k=n-3
e ylnl=x[3n]

H yinl=x[nlx[n-2]
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Senales




2.1

Introduccion

Las sefiales son manifestaciones de la amplia diversidad de fen6menos fisicos que estan presentes en nuestro
entorno, en la naturaleza, en el planeta. Las sefiales también se producen de procesos y actividades realizados
por el ser humano, en cualquier caso, contienen informacién y de ahi su importancia, cuanto mds se conozca de
una seflal més se conocerd acerca del comportamiento y caracteristicas del propio fenémeno fisico o proceso
en cuestion.

El andlisis de sefiales es de gran importancia ya que de manera directa o indirecta estamos en contacto con ellas,
permitiendo la comunicacién e interaccién no sélo entre personas sino también entre maquinas. Se presentan
en una gran variedad de disciplinas, tales como comunicaciones, aerondutica, circuitos eléctricos, actstica,
control de procesos quimicos, procesamiento de voz, etc. por mencionar s6lo algunas. Aunque la naturaleza
fisica de las sefiales en estas dreas son muy diferentes entre si, tienen en comun caracteristicas bésicas.

Las sefiales se encuentran en todos los d&mbitos tanto cotidianos como profesionales y de investigacion, ya
que el mundo actual vive y depende de ellas. Por mencionar algunos ejemplos sencillos de sefales, se tiene la
corriente y voltaje eléctricos, la voz, la temperatura ambiental, la presién atmosférica, las de radio frecuencia,
los datos obtenidos de censos poblacionales, las cifras generadas de variaciones del mercado bursatil, la salida
de un codificador incremental, las biomédicas, las iméagenes, etc.

Cuando las sefiales tienen un comportamiento que sigue un patrén o alguna tendencia, es posible representar-
las a través de modelos matemadticos, los cuales son s6lo aproximaciones a la tendencia de la sefial. Sin embargo,
proporcionan mucha informacién que permite ir teniendo un mayor conocimiento sobre ella.

En el estudio de la senales, la variable de interés es la propia sefial, como la temperatura, el voltaje, la inten-
sidad luminosa, etc. y por lo general la variable independiente es el tiempo, aunque dependiendo del tipo de
sefial puede no ser el tiempo, sino otra variable como el desplazamiento, el 4ngulo, la posicién, etc. Todas ellas
proporcionan informacién acerca del fenémeno fisico que las genera. En este texto se adopta la variable inde-
pendiente como el tiempo.
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2.2

Clasificacion de Senales

Las sefales describen una gran diversidad de fenémenos fisicos y su representacién también es variada, ya
sea en forma de datos, en forma grafica o mediante una representacién matemdaticamente en funcién de una o
mads variables independientes. En cualquier caso, una clasificaciéon general de sefales es la siguiente:

+ En Tiempo continuo y en Tiempo discreto
e Par e Impar

 Peri6dicas y No Peri6dicas

o Deterministicas y Aleatorias

¢ De Energiay de Potencia

2.2.1

Senales en tiempo continuo (TC) y en tiempo discreto (TD)

Una sefial es en tiempo continuo si estd definida para una sucesién continua de valores de la variable inde-
pendiente, en donde se asume que ésta es continua. Ejemplos de estas sefiales se muestran en la figura 2.1. La
amplitud de las sefiales en tiempo continuo pueden adquirir valores continuos con el tiempo y tienen una nota-
cion de la forma x(#). Ejemplos de estas sefiales son las manifestaciones de fenémenos fisicos o variables fisicas
como la radiacién solar, la humedad en el ambiente, la velocidad del viento, las cuales pueden ser adquiridas a
través de sensores y transductores.

x1(t) x2(t)

oz Un N uﬂ D)l\ m }M m :

- O

t

Figura 2.1: Ejemplo de sefiales en tiempo continuo
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$Figura 2.1 Ejemplo de Senales en tiempo continuo
t=—.5:.001:.5;

wl=5; w2=10; w3=50;w4=100;

x1=sin (wl*pix*t);

x2=.5%sin (w3*xpix*t);

x11=x1+x2;

subplot (121),plot (t,x11l, 'LineWidth',2); grid;
title('x1(t)"); xlabel('t'");

line ([0 0], [min(x11)—.2 max(x11)+.2] );
line([min(t) max(t)], [0 01);

x1l=sin (wlxpixt);

x2=sin (wdxpixt);

x12=x1.*x2;

subplot (122) ,plot (t,x12, 'LineWidth',1); grid
title('x2(t)"'); xlabel('t");

line ([0 0], [min(x12)—.1 max(x12)+.1]1 );
line([min(t) max(t)]l, [0 0]);

Por otra parte, en las sefiales en tiempo discreto la variable independiente toma tinicamente valores discretos,
por lo que son continuas en amplitud y discretas en tiempo. Las sefiales en TD surgen de procesos propiciados
por el ser humano, por ejemplo, la tendencia del crecimiento anual en una poblacién, el comportamiento de
una divisa en el mercado bursétil, aunque también es comtn obtener una sefal discreta mediante el muestreo
de una sefal continua.

Las senales en tiempo discreto se denotan como x[n] y de manera mds especifica como x[nT;], en donde T
corresponde a un intervalo o periodo de muestreo y n representa la variable independiente de valor entero.

Las figuras 2.2a a la 2.2d, muestran diferentes sefiales discretas obtenidas al tomar muestras de una sefial x(¢)
seleccionando T = .01s, Ty = .02s, Ts = .04s y T = .08s, respectivamente. Se observa que entre mayor es el
periodo de muestreo T se va perdiendo la caracteristica de la sefial original.

Es comun representar las sefales de tiempo discreto con la variable independiente normalizada, esto es, se divi-
de nT/T para tener la variable independiente en forma discreta haciendo que 7 sea entero y adimensional. Esto
se muestra en las graficas de la figura 2.2c y 2.2d. Asi mismo, se observa que la amplitud de cada muestra pue-
de tomar cualquier valor. Por esta razon, a las senales de tiempo discreto también se les hace referencia como
secuencias de tiempo discreto, dado que estan definidas s6lo para valores enteros de la variable independiente.
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Figura 2.2: Sefiales en tiempo discreto con tiempos de muestreo, (a) Ts = .01s, (b) Ts = .02s, (c) T = .04s, (d)

Ts=.08s

$Figura 2.2 Senales en tiempo discreto
nl=0:.01:.6;
n2=0:.02:.6;
n3=0:.04:.6;
n4=0:.08:.6;
x11=sin(10xpixnl);

x12=sin (10xpi*n2);

x13=sin (10xpi*n3);

x14=sin (10xpixn4);

x21=sin (20xpi*nl);

x22=sin (20xpi*n2) ;

x23=sin(20xpi*n3);

x24=sin (20xpi*n4) ;

subplot (221),stem(nl,x11+x21,"'.", 'LineWidth', 1)
hold on

line([min(nl) max(nl)], [0 0]);

xlabel ('n');title('x1[n]")

text (.05,-2.7,"(a)")

subplot (222),stem(n2,x12+x22,"'.", 'LineWidth', 1)
hold on

line ([min (n2) max(n2)], [0 0]);
xlabel ('n');title('x2[n]")

text (.05,-2.7,"(b)")
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subplot (223),stem(n3/.04,x13+x23,"'."', 'Linewidth',1.5)
hold on

line ([min (n3) max(n3)], [0 01);

xlabel ('n');title('x3[n]")

text (.05,-2.7,"(c)")

subplot (224),stem(n4/.08,x14+x24,"'."', 'LinewWwidth',1.5)
hold on

line ([min(n4) max(n4)], [0 01);

xlabel ('n'");title('x4[n]")

text (.05,-2.8,"(d)")

Otro tipo de sefiales en tiempo continuo que mantienen su valor en intervalos regulares, son las sefiales cuan-
tizadas como la mostrada en la figura 2.3a. Este tipo de sefiales es la base de la conversién analégica a digital,
en donde cuanto menor es el intervalo de muestreo, valor en el que se mantiene la amplitud, més tiende a la
sefal analdgica.

Por otro lado, las sefiales digitales son cuantizadas, discretas en amplitud y continuas en tiempo, ya que su
magnitud s6lo toma valores discretos. Un ejemplo es el que se muestra en la figura 2.3b siendo el tipo de senales
que se utilizan en todos los sistemas de cémputo y procesamiento de sefiales digitales.

Senal cuantizada

Figura 2.3: a) Representacion de una sefial cuantizada. Mantiene un valor en intervalos de tiempo regulares
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Figura 2.3: b) Senales digitales

%Figura 2.3a Senal cuantizada
t=0:.06:1.5;

X = sin(2xpixt);

figure

stairs(t,x, 'LineWidth',2); grid

hold on

plot(t,x,'——"); title('Senal cuantizada')
xlabel ('t")

axis ([0 1.5 —-1.1 1.11])

%Figura 2.3b Senal digital
n=0:4;

x1=[0 0 1 0 0],

x2=[0 1 0 0 0];

x3=[0 1 1 0 0],

x4=[1 0 0 0 0],

subplot (511); plot(n,zeros(l,length(n)))
text (.5,-.25,'0 0 0")

axis off

subplot (512); stairs(n,xl); axis off
text (.5,-.25,'0 0 1")

subplot (513); stairs(n,x2); axis off
text (.5,-.25,'0 1 0")

subplot (514); stairs(n,x3); axis off
text (.5,-.25,'0 1 1)

subplot (515); stairs(n,x4); axis off
text (.5,-.25,'1 0 0")

text (2,—-.5,"(a)")
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2.2.2

Senales par e impar

Una seinal x(t) o x[n] es Par si, para toda ¢t o para toda n es idéntica a su reflexion, inversién o transposiciéon en
el tiempo, es decir, es idéntica con respecto al eje de las ordenadas. En tiempo continuo es:

x() =x(-1) (2.1)
En tiempo discreto debe satisfacer la condicién
x[n] = x[-n] (2.2)
Por otro lado, una sefal es Impar si cumple con
x(t) =—-x(-1) (2.3)
en tiempo discreto corresponde a
x[n] = —-x[-n] (2.4)
1 1p
0.5 0.5
1] 1]
0.5 0.5
-1 -1 g
-10 -5 1] 5 10 -10 -5 ] 5 10
(a) (b)
1 1

(c) (d)

Figura 2.4: Senales Par e Impar en TCy en TD
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$Figura 2.4 Ejemplo de senal par e impar
t=-10:.001:10;

x1l=cos (pi*t./6);

x2=sin (pi*t./6);

n=-10:1:10;

x3=cos (pi*n./12);

x4=sin (pi*n./12);

subplot (221), plot(t,x1, ' 'LineWidth',2);grid

text (-10,-1.5,"(a)")

subplot (222), plot(t,x2,'LineWidth',2);grid

text (-10,-1.5,"(b) ")

subplot (223), stem(n./1,x3,'.','LineWidth',2);grid
text (-10,-1.5,"(c) ")

subplot (224), stem(n./1l,x4,'.','LineWidth',2);grid
text (-10,-1.5,"(d) ")

Las sefiales impar por lo general cumplen con ser 0 en # = 0 0 n = 0, aunque existen algunas sefiales impar
que son discontinuas en cero. Las sefiales coseno y seno corresponden a sefiales par e impar respectivamente,
mismas que se muestran en las figuras 2.4a'y 2.4b para TC y en las figuras 2.4c y 2.4d para TD. Una sefial es par
si es simétrica con respecto al eje vertical en ¢ = 0, mientras que una sefial es impar si su contraparte invertida
en el tiempo es idéntica e invertida en amplitud.

Cualquier sefial en tiempo continuo o discreto se puede descomponer o separar en dos sefiales, una par y una
impar, las cuales estan representadas por las Ecs. (2.5) y (2.6) respectivamente. Para sefiales en TC.

Par{x(t)} = %[x(t) +x(—1)] (2.5)

1
Impar{x(t)} = E[X(t) —x(=1)] (2.6)

y para sefiales en TD como
1

Pari{x[n]} = E[x[n] + x[—n]] (2.7)

1
Impar{x[nl} = E[x[n] —x[—nl]] (2.8)

en donde la suma de ambas sefiales proporciona la sefal original x(t) o x[n].

x(8) = Xpar(t) + Ximpar (1)

x[n] = xpar[nl + Ximpar (1l

La representacion de las sefiales en TD par, impar y su suma se muestra en la figura 2.5.
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Figura 2.5: Sefales en TD, Par, Impar y la suma de ambas genera la original

%Figura 2.5 Ejemplo de
n=-10:10;
x=[zeros (1, 8)
xi=fliplr(x);
Par=.5* (x+x1i);
Impar=.5%* (x—x1i) ;
subplot (321), stem
xlabel('n'); title
subplot (322), stem
xlabel ('n'); title
subplot (323), stem
xlabel ('n'); title
subplot (324), stem
xlabel('n'); title
subplot (325), stem
xlabel ('n'); title
subplot (326), stem
xlabel ('n'); title

senal Par e impar en TC y la suma proporciona la original
n(l11:18) =zeros(1l,5)];
%Senal invertida

n,x, 'Linewidth', 2)

'x[n]'"); text(-10,-1.5,"'(a)")
n,Par, 'LineWidth', 2)
'Par{x[n]}"'); text(-10,-1,"'(b)")
n,xi, 'LineWidth', 2)

'x[-n]"); text(-10,-1.5,"(c)")
n, Impar, 'LinewWidth', 2)
'Impar{x[n]}', 'LineWidth', 2);
n,—xi, 'LinewWidth', 2)
'—x[-n]"); text(-10,-10,"(e)")
n,Par+Impar, 'LineWidth', 2)
'Par+Impar'); text (-10,-1.5,'(f)")

text (=10,-5,"'(d) ")

%Senal par
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Senales periddicas y no periddicas

Una senal en TC es periddica si cumple, para toda ¢, con la condicién

x(t)=x(t+mT) (2.9)

donde T es un ntimero positivo y corresponde al periodo de la sefal y m es un niimero entero positivo o ne-
gativo. Cuando m =1, T es el valor del periodo fundamental de x(#) el cual define la duracion, en segundos,
de un ciclo completo de la sefial. El reciproco del periodo es la frecuencia fundamental f y define que tan
frecuentemente se repite la sefial, su unidad es el hertz [Hz] o ciclos por segundo.

1
=— 2.10
f T (2.10)
misma que estd relacionada con la frecuencia angular w medida en radianes por segundo mediante
2n
(1)27:27[]0 (2.11)

Para el caso de sefiales en TD, se dice que una senal x[n] es periddica si para todo N entero positivo se cumple
la condicién

x[n] = x[n+ mN] (2.12)

donde N es el periodo de la sefial y m es cualquier nimero entero positivo o negativo; de manera que cuando
m =1, N corresponde al periodo fundamental de x[n]. El cual define la duracién de un ciclo completo de la
sefial.

La figura 2.6 muestra sefiales peridédicas en TC y en TD. Las sefiales que no cumplen con las Ecs. (2.9) o (2.12)
corresponden a sefiales aperiodicas. Un ejemplo de sefiales aperiodicas en TD y en TC se presenta en la figura
2.7, respectivamente.
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Figura 2.6: Sefnales periodicas en TD y en TC

%Figura 2.6 Ejemplo de senales periodicas en TC y TD con una exponencial

%compleja

[t,x1]=exporeal (-10:.5:30,2,1j*pi/5); %exponencial compleja

n=21:51;

x=x1;

subplot (121),plot (t, real (x), 'LineWidth',1.5)
xlabel ("t");title('x(t) ")

hold on; line([min(t) max(t)], [0 0]); S%grid;
text (-10,-2.35,"(a)")

x=angle (x1l(n));

subplot (122),stem(n, x, 'LineWidth',1.5)
xlabel ('n');title('x[n] ")

hold on;line([min(n) max(n)], [0 0]);

axis ([ min(n) max(n) min(x)—.2 max(x)+.21])
text (21,-3.6,"(b)")
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Figura 2.7: Senales aperiodicas en TCy en TD

%Figura 2.7 Senales aperiodicas en TC y en TD
n=-—4:8;

x=[zeros(1l,4) 2 0 1 -1 3 zeros(1l,4)];

subplot (121), stem(n,x, '"LineWidth', 2)

xlabel ('n'); title('x[n]");

axis([—-4 8 min(x)—.25 max(x)+.25]);
SEjemplo de senales aperiodicas en TC
t=-4:8;

x=[ones (1,4) n(l:5) —ones(1l,2) ones(1l,2)];
subplot (122),stairs(t,x, 'Linewidth', 2);
line ([min(t) max(t)], [0 0] )

axis([—4 8 min(x)—-1 max(x)+1]); xlabel('t'); title('x(t)")

2.2.4

Sefales deterministicas y aleatorias

Una seiial deterministica es aquella en la que se conoce su valor en cualquier instante de tiempo. En este sen-
tido, se hace referencia a sefiales que se modelan mediante una representacién matemadtica en funcién de una
o mds variables independientes, o bien mediante una funcién conocida en términos del nimero de muestras
para el caso en TD. Por otro lado, las sefales aleatorias son aquellas en las que se desconoce el valor que presen-
ta la senal en algtin instante de tiempo. Ejemplos de estas sefiales son el ruido de un amplificador, las senales
sismicas, etc.
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3t
3 y la figura 2.8b corres-

La figura 2.8a muestra un ejemplo de sefial deterministica especificada por x(t) = o

ponde a una sefial aleatoria.
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Figura 2.8: Sefiales a) Deterministica b) Aleatoria

$Figura 2.8 Ejemplo de senal deterministica y aleatoria
t=-10:.01:10;

x=3%t./(t."2+3);

subplot (1,2,1);plot (t,x, 'LineWidth',2); % grid

xlabel ("t"); Sylabel ('x(t)")

hold on; line([min(t) max(t)], [0 0]) %plot (t,zeros(1l,length(t)));
title('Senal Deterministica')

text (=7.5,-1.2,"(a)");

x=random ('t',3,1,100);

subplot (1,2,2);plot(x, 'LineWidth',1); % grid

text (0,min(x) -2, "' (b) ")

xlabel ('t'"); S%Sylabel ('x(t)")

t1=1:100;

hold on; plot(tl,zeros(l,length(tl)));

title('Senal Aleatoria')

Senales de energia y de potencia

Para el caso de sefiales en TC, la potencia instantdnea p(t) de una sefal es proporcional a la amplitud al cuadra-
do de esa senal. Es decir, si x(¢) es el voltaje o la corriente a través de un resistor R, la potencia es proporcional
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v3(

al cuadrado de la sefial, p(f) = Ri%(t) = . Por convenciodn, la constante de proporcionalidad es la unidad,

R =1Q, de manera que la potencia instantdnea para cualquier sefial se define como

p() = x*(1)
En cuyo caso, la potencia promedio de una sefial periédica es

T

1 (2 9

P=— lx(0)|“dt (2.13)

TJ-r
2

considerando la magnitud de x(¢) debido a que la sefial puede ser real o compleja. Para una senal arbitraria

aperiodica

1 [z 5

P=lim — |x(t)|“dt (2.14)
T—oo T _TT

donde se observa que si T — oo, P — 0, razén por la cual se dice que las sefiales aperiodicas tienen potencia

promedio cero. Sin embargo, si se desea obtener la potencia promedio de una sefal arbitraria en un intervalo
de tiempo definido, #; < t < f», se aplica la Ec. (2.14) en el intervalo deseado.

Un valor asociado a la expresion de la potencia promedio es el valor rms (raiz media cuadrética) de x(t), el cual
corresponde a la raiz cuadrada de la potencia promedio. Un valor comun utilizado frecuentemente en el area
de circuitos eléctricos. El valor rms de x(t) corresponde a

1 (2
Xyms = ?f (P dt 2.15)

T

2

Por otro lado, la energia E de una sefial estd relacionada con la potencia instantdnea acumulada en un intervalo
de tiempo, t; < t < 1, intervalo que puede ser el periodo de la sefial, en caso de que sea periédica, esto es

1]

E= pH)dt= fp(t)dt

=T
h z

Para una sefal x(t) aperiddica el intervalo de tiempo tiende a infinito y la energia se expresa como

jlx(t)lzdtzf X012 dt (2.16)

E= lim
T—o0 —00

z
De esta ecuacion se observa que una sefal peri6dica tiene energia infinita.

Para el caso de sefiales en TD las integrales cambian a sumatorias, quedando la potencia instantdnea como

pln] = x*[n] (2.17)

La potencia promedio de una sefial x[n] periédica se obtiene mediante
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1 N-1 )
P=—> |x[n] (2.18)
N n=0
para una sefal arbitraria aperiédica en tiempo discreto, la potencia promedio es
1 N-1 )
P=lim — x[n
Aim ;;0 |x (7]

La energia estd dada por:

N/2 [e)
E=1lim Y |x[nl*= ) Ixn«l? (2.19)
T®n=-N/2 n=-oco

De lo anterior se concluye que una sefial es de energia s6lo sila energia total de la sefal es finita, es decir, cumple
con la condicién

0<E<oo (2.20)

en cuyo caso estas sefiales tienen potencia promedio cero, ya que

. E
P=lim — (2.21)
T—oo T
o bienen TD
. E
P= lim — (2.22)
N—o0

Una sefial es de potencia si la potencia promedio de la sefial es finita, es decir, cumple con la condicién

0<P<oo (2.23)

Por lo que si P > 0, necesariamente E = oo.

En términos generales, las sefiales peri6dicas son sefiales de potencia, mientras que las sefiales aperiddicas son
sefales de energia.

Ejemplo 2.1

Determine la energia de la sefial x(¢) indicada.

x(0) = e * u(p

Solucion

La energia de la sefal est4d dada por
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E:foo |x(0)?dt

—00

* 1

o2 L 4
E:/ le “'|1“dt=|—-e
0 4

o 4
la energia de esta sefial es finita y ya que la sefial es aperiédica T — oo y P = 0 por lo tanto es una senal de
energia.

Ejemplo 2.2
Considere ahora la sefial exponencial compleja x(#) para la cual se determina la potencia.

x() =5e/"t

Solucion

En este caso la sefial x(#) es periédica y la potencia promedio est4d dada por

T

1 2
P== n%dt
T [x(2)]

=
2

P=- [5]°dt =25
2J-1

ya que es periddica su energia es infinita, por lo tanto x(t) es una sefial de potencia.
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Transformaciones de sefiales en TCy en TD

Un aspecto fundamental del andlisis y procesamiento de sefiales y sistemas son las transformaciones, tanto
en amplitud como en la variable independiente de tiempo, por lo que es conveniente presentar las transfor-
maciones elementales que se pueden aplicar en una sefial. De manera mds especifica, se puede modificar la
amplitud, asi como realizar tres operaciones sobre la variable independiente.

Transformacion de la sefial en amplitud

Una sefial x(¢) o x[n] se puede modificar en amplitud en un valor A
Sefial en tiempo continuo  Sefial en tiempo discreto
x(t) — Ax(?) x[n] — Ax[n]
en donde el valor de A puede tomar valores para amplificar, atenuar e invertir la sefial. El simbolo — se inter-
preta como cambia a o se transforma en.

Valor de A Transformacioén en x(t) o x[n]

Al >1 —  Se amplifica
0<|Al<1 — Seatenua

A<O —  Seinvierte

Transformacion de la variable independiente 1y n

Son tres las transformaciones bdsicas que se llevan acabo en la variable independiente ¢ y .

Transformacién Cambio en () o en [n]

Reflexién o inversion en el tiempo  (t) — (—1) [n] — [—-n]
Desplazamiento en el tiempo () — (t—1to) [n] — [n— ngl
Escalamiento en el tiempo () —(at) [n] — [a n]

Las tres transformaciones se pueden conjuntar originando una nueva sefial modificada, para TC
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x(t) — x(at—ty)

o bien, para TD

x[n] — x[a n— ng)

Reflexi6n o inversion en el tiempo

La reflexion de la sefial x(¢) es x(—¢), o bien la de x[n] es x[—n] y corresponden respectivamente a la sefial
original vista como en un espejo con respectoa t =00 n =0.

Por ejemplo, si
x(t) =10cos(31)

entonces

x(—1) =10cos(-31)

Un ejemplo de una sefial x(¢) y su correspondiente reflexién se muestra en la figura 2.9. Como ejemplo para el
caso en TD, considere la sefial x[n] de la figura 2.10. Se presenta u[n+ 1] y surepresentacion invertida u[-n+1],
asi como la sefial x[n] y la correspondiente invertida x[—n].

Otro ejemplo sencillo de una sefial x(¢) invertida en el tiempo es la frase x(t) =’anita lava la tina’, entonces la
correspondiente sefial invertida en el tiempo es x(—t) ='anit al aval atina’.
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x(t)

Figura 2.9: Senal x(f) y su reflexién x(—1)

SFigura 2.9 Ejemplo de senal en TC invertida en el tiempo
t=-0.4:.001:0.3;

x1=sin (10*xpixt);

x2=sin (20*pixt);

subplot (211),plot (t,x1+x2, 'LinewWidth', 2)

xlabel ('t")

title('x(t)")

grid

x1li=sin (10xpi* (-t));

x2i=sin (20xpix (-t));

subplot (212) ,plot (t,x1i+x21, 'LineWidth', 2)
xlabel ('t")

title('x(-t)")

grid on
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Figura 2.10: Sefales en TD x[n] y su reflexion x[—n]

%Figura 2.10 Senales en TD x[n] y su reflexion x[—-n]

n=-5:5;
x=((=1).%(n)) .xrd(n);
x1=((=1) .7 (-n)) .xrd(-n);

subplot (221),stem(n,ud (n+1l), 'Linewidth', 1.5)
title('u[n+l]"');xlabel('n');axis([-5 5 —.1 1.11])
subplot (222),stem(n,ud(-n+1), 'LinewWidth', 1.5)
title('u[-n+1]");xlabel('n");axis([-5 5 —-.1 1.11])
subplot (223),stem(n, x, 'LineWidth', 1.5)
title('x1l[n]"');xlabel('n');axis([-5 5 —-5.1 5.11])
subplot (224),stem(n,x1, 'LineWidth', 1.5)
title('x1[-n]"');xlabel('n');axis([-5 5 -5.1 5.11)
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Desplazamiento en el tiempo

Una seial desplazada en tiempo corresponde a la misma sefial pero trasladada un tiempo #, con respecto a la
original. Se denota en tiempo continuo como x(t — fp) y la correspondiente en tiempo discreto es x[n — ng]. Si
fp 0 ngy son positivos entonces se dice que la sefal esta atrasada y por otro lado si son negativos entonces se
tendrd una sefial adelantada, como en el caso de x(¢+5) y x[n + 1]. Un ejemplo tipico de andlisis de sefiales
desplazadas es el efecto en el radar doppler.

Ejemplo 2.3
a) Dadas las sefiales x1(#) y x2(¢) en TC, exprese y grafique la sefial
Xx3(8) = x1(8) + x2(8) y x3(t — 0.1) en términos de x; (1) y x2(?).
x1(t) =sin(107 )
X2 (1) =sin(207t)
b) Considere la sefial x[n] en TD, exprese y grafique x[n + 2].
x[n]=e/"

Solucion

a) La senal x3(t — 0.1) corresponde a una versién atrasada un tiempo #, = 0.1. La transformacién se realiza
cambiando t — (f — tp). De manera que
x3(8) = x1(2) + x2(2)

x3(t—0.1)=x;(t—0.1) + x2(t —0.1)
X3(t—0.1) =sin(107 (¢ —0.1)) + sin(207 (¢ — 0.1))
Las gréficas de las sefiales x3(¢#) y x3(¢ —0.1) se muestran en la figura 2.11a.
b) De manera similar para el caso de la sefial x[n] en TD, x[n+ 2] es
x[n] = el

x[n+2] = el 2

En la figura 2.11b se muestran las sefiales x[n] y x[n + 2], 1a cual corresponde a una versién adelantada de
x[n] como se muestra en la figura 2.11.
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Figura 2.11: a) Senal en TC x(#) y sefial atrasada x(¢—0.1). b) Sefial en TD x[n] y sefial adelantada x[n + 2]

%Figura 2.l1la Ejemplo de una senal desplazada o atrasada en el tiempo

t=—.4:.001:.3;
x1=sin (10xpix*t);
x2=sin (20*pi*t);

Stn=—.3+t0:.001:.3+t0; %Eje desplazado para que la senal este

%atrasada

x=x1+x2;

subplot (221) ,plot (t,x, "Linewidth', 2)
xlabel ('t'), title('x(t)'), grid
t0=.1;

x1=sin (10xpi* (t—t0));

x2=s5in (20*pi* (t—t0));

x=x1+x2;

subplot (223) ,plot (t,x, "LinewWidth', 2)
xlabel ('t'), title('x(t-0.1)"), grid

$Fig.111b

n=-5:5;

x1l=exp (1li.*n);

subplot (222),stem(n, real (x1), 'LineWidth', 2)
xlabel ('n'), title('Reall\{x[n]\}"), grid
x2=exp (1li.x (n+2));

subplot (224) ,stem(n, real (x2), 'LineWidth', 2)
xlabel ('n'), title('Reall\{x[n+2]\}"), grid
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Escalamiento de la variable independiente ty n
El escalamiento en tiempo de una senal corresponde a comprimir o expandir la sefial en el tiempo, esto es, se
escala la variable independiente mediante cambios lineales en la misma.

Un ejemplo claro y sencillo de las transformaciones es en sefales de voz. Para la sefial x(¢) correspondiente a la
palabra “camino”, x(—t) corresponde a “onimac”. La sefial comprimida x(a f) se escuchard mas rapido mientras
que la expandida x(¢/a) se escucharia mads lenta, a > 1 representa el factor de escalamiento.

De manera general se puede expresar la sefial escalada de x(t) como x(at), o bien, x[n] como x[a n] donde «
es una constante que representa el factor de escalamiento.

Asi, x(at) v x[a n] son sefiales escaladas en tiempo de x(t) y de x[#n], respectivamente.

Si a > 1, corresponde a una sefial comprimida y por el contrario, si 0 < a < 1, representa una sefial expandida.
Cuando « es negativa y diferente de 1 se obtiene una sefial invertida y escalada en el tiempo.

Las tres transformaciones en x(af) y x[a n] se sintetizan, en forma general, para sefiales en TC y en TD, como

x(at—ty) (2.24)

x[an - nopl (2.25)

en donde

* « es el factor de escalamiento para comprimir o expandir la sefal.
e a negativo invierte la sefial en el tiempo.

* 1y representa el desplazamiento en la sefial en TC.

* 19 representa el desplazamiento en la sefial en TD.

Hay diversos métodos para transformar una sefial tanto en amplitud como en tiempo, ya sea escalada, despla-
zada o invertida, a partir de una determinada sefial. Con la préctica esto se lleva a cabo de manera directa.

Se presenta a continuacién el método de determinacién de valores de la variable transformada y el grafico. En
ambos métodos conviene realizar primero la transformacién en amplitud, para después proceder a la transfor-
macién de la variable independiente.

En este método se determinan los valores de la variable independiente transformada, nombrandola (¢,), a par-
tir de la variable independiente (#) mediante un despeje, esto es

(atp—to) =t
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I+ 1y
t, = (2.26)
a

La amplitud que adquiere la senal transformada x(at, — ty) corresponde con la amplitud de la sefal original
x(1).

Para senales en tiempo discreto el procedimiento de escalamiento es similar al de tiempo continuo, es decir, se
identifica la variable independiente modificada, nombrandola (7,,), se iguala el argumento de la sefial transfor-
mada con la variable independiente n y se realiza el despeje de (1)

[an,—nol=n
quedando la variable independiente transformada como

n+ny
ny =

(2.27)
a

Aligual que en TC, deben corresponder las amplitudes en las sefiales original y transformada.

Cabe destacar que la sefial en TD, como se sabe, es discreta en tiempo, de manera que cuando se expande la
sefial, 0 < a < 1, es posible insertar ceros entre muestra y muestra; y cuando se comprime la sefial a > 1, se
pierden muestras de la sefial original.

Con este método se realiza graficamente una a una las transformaciones de la sefial tanto en amplitud como
en tiempo. Por ejemplo, si se considera x(#) y se desea encontrar la transformacién en 5x(2¢ — 1), entonces las
transformaciones que se tienen que realizar, una a una, son

x(0) 2 5x(0) 25 sx(r—1) =¥ 521 —1)

Considerando ahora una sefial de tiempo discreto x[#n], la cual se desea modificar en —2 x , las transfor-

maciones que se llevan a cabo son

n+l
2

= - nin—
x[n] A=2 —2x[n] n-njz —-2Xx [5] nonyl —-2X

Ejemplo 2.4

Considere la sefial x(t) definida por intervalos como

t 0<t<3
x(t) =
0 otro valor

Mediante la determinacién de valores de la variable transformada, obtenga la expresion y grafique la sefial
modificada x; (#) que corresponde a la sefial x(#) adelantada una unidad, en donde
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x1()=x(t+1) (2.28)

Solucion

La sefial x(f) se muestra en la figura 2.12a. Aplicando la transformacion, Ec. (2.26), a la sefial de la Ec. (2.28) se
obtiene

(th+1) =t

se despeja 5,

A partir de valores de ¢y x(t), se determinan los valores de ¢, y x;(¢). Los valores de amplitud se mantienen en
los tiempos original y transformado, debido a que x(¢) no tiene una transformacién en amplitud. Estos célculos
se presentan en la Tabla 2.1. Se observa en la grafica que el eje de tiempo ¢ sigue siendo el mismo, lo que cambia
son las coordenadas de t,. Se facilita el procedimiento al tabular los valores de las variables dependiente e
independiente.

t|x(t) | ty | x1()=x(t,+1)
0| O -1 0
1 1 0 1
20 2 1 2
31 3 2 3
41 0 3 0

Tabla 2.1: Transformacion de la variable ¢

Las dos primeras columnas corresponden a los valores de la sefial original, en la tercera columna estén tabula-
dos los valores de la variable independiente transformada y en la cuarta columna estan los valores de amplitud
de la sefial modificada que corresponden con los de la original.

En la figura 2.12b, se presenta la grafica de la sefial transformada.
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x(t)

4 T T T T T T
3 - .
2 - .
'1 - .
D 1 1 1 1 1 1
-3 -2 -1 0 1 2 3
() X
x1(t)=x(t+1
4 T T T { } T { } T T T
3 - <
2 - .
'1 - <
D 1 1 1 1 1 1
-3 -2 -1 0 1 2 3
(b) X

Figura 2.12: Transformacion de x(t) — x(t+1)

SFigura 2.12

t=-3.5:.001:6.5;

x=t .% (us(t)—-us(t-3));

x1=(t+1) .* (us(t+1l)—-us ((t+1)-3));

subplot (211),plot (t,x, 'LineWidth',2);1ine(0,0:.2:4);axis([-3.5 3.5 —.2 4])
text (-3.5, -1, "(a)'"'),title('x(t)"); xlabel('t")

subplot (212) ,plot (t,x1, 'LineWidth',2);1ine(0,0:.2:4);axis([-3.5 3.5 =.2 4])
text (-3.5, =1, "(b)'"),title('x1(t)=x(t+1)");xlabel('t")

Una forma alterna y sencilla es obtener la grafica de la sefial transformada al cambiar ¢ con ¢ + 1, esto es

t+1 0<t+1<3 t+1 —-1<t<?2
x(t+1) = =
0 otro valor 0 otro valor

Ejemplo 2.5

Considerando x(¢) del Ejemplo 2.4, obtener las transformaciones de las sefiales listadas a partir de x(¢) para
diferentes valores de amplitud, escalamiento y desplazamiento. Las transformaciones se realizan y grafican
directamente en MATLAB.

1. xo(8) =x(—1)

2. x3(0)=x(-t-1)
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3. x4(8) = x(t-3)
4, x5(0) =x(-t+1)
5. xg(t) =x(-2t+2)
Solucion

Las gréficas de las sefiales transformadas se presentan en la figura 2.13.

A x(t) 4 x2(t)=x(-t)
2 2
0 0

(a) -2 0 2 (b) -2 0 2
A x3(t)=x(-t-1) A x4(t)=x(t-3)
2 \\ 2
0 0

(c) -2 0 2 @-2 0 2 4 6

X5(t)=x(-t+1) X6(t)=x(-2t+2)

4 4
2 2
0 0

(e) -2 0 2 M -2 0 2

Figura 2.13: Transformacién de x(t) — x(at+ t,)

Ejemplo 2.6

La sefial en TD x[n] esta definida en el intervalo de —2 < n < 4 como se indica, y tiene valor cero fuera del
intervalo

x[n]=1[1234321] -2<n<4
Utilizando en método de transformaciones graficas, obtenga la sefial transformada x; [7]

x1[n] :—2x[§+1]
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Solucion
n
A partir de la sefial x[n] se desea llegar a la transformacion x; [n] = —2x [E + 1] .La secuencia de las transforma-

ciones que se tienen que realizar corresponde a

- — — n
x[n] A2 —2x[n] nonil —2x[n+1] nznl2 —-2Xx [E + 1]

En la figura 2.14 se muestran x[n] y las respectivas tranformaciones. Las transformaciones se han realizado y
graficado directamente en MATLAB.

#[n] -2x[n+1]
4 o ] s oo SO0
3 -2 J.) J.)
2 -4
1 T B
e e SR 8 o ]
-10 A a A 10 -10 -5 a ] 10

n n

2x[n] -2%[nf2+1]
MRS SR [l = R R RE ===
A4 Y]l o b b
-4 -4
5 B

&0
r
&0
== C

-10 ] a 5 10 -10 -5

Figura 2.14: Transformacion de la variable independiente para diferentes valores de a y n,

%Figura 2.14

n=-10:10;

x=—2%x14(n/2 +1);

subplot (221),stem(n,x14 (n), 'Linewidth', 1.5);
title('x[n]");xlabel('n');axis([min(n) max(n) min(xl14(n))—.4 max(x14(n))+.4])
x=—2+x14 (n) ;

subplot (223),stem(n,x, "LineWidth', 1.5)
title('-2x[n]");xlabel('n');axis([min(n) max(n) min(x)—.4 max(x)+.471)
x=—2+x14 (n+1l);

subplot (222),stem(n,x, 'LineWidth', 1.5)
title('-2x[n+l]");xlabel('n');axis([min(n) max(n) min(x)—.4 max(x)+.41])
x==2*x14 (n/2+1) ;

subplot (224),stem(n,x, 'LineWidth', 1.5)
title('-2x[n/24+1]");xlabel('n'");axis([min(n) max(n) min(x)—.4 max(x)+.4])
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2.4

Seiial exponencial compleja y sinusoidal en TC

Dentro de la clasificacién de sefiales se incluyen sefiales bésicas con las cuales se pueden construir otras,
las cuales se obtienen a partir de una funcién generalizada de tipo exponencial, que para sefales en tiempo
continuo, tiene la forma

x(t) = Ce* (2.29)

donde C y a pueden ser niimeros reales o complejos, que dependiendo de su valor generan diferentes sefnales
bien definidas y son la base de la respuesta de muchos sistemas.

Sefial exponencial real

Se obtiene una sefal exponencial real cuando Cy a son reales, en cuyo caso se tiene una exponencial creciente
cuando a > 0 y una exponencial decreciente cuando a < 0, mientras que x(t) es constante cuando a = 0. La
figura 2.15 muestra las diferentes versiones de x(t).

x(t) Exponencial creciente

o} .

0 e T 1 1 1 1 1
-1 -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(a) X

X(t) Exponencial decreciente

20 T T T T T
10 \ |
0 1 1 1 1 1 T
-Ib) -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t
3 x(t) Constante
2

.1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1
(c) t

Figura 2.15: Senal x(t) = Ce®'. C es constanteya) a>0,b) a<0,c) a=0
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$Figura 2.15 Ejemplo de exponencial creciente(a>l), decreciente (a<l) y

$constante (a=1)

[t,x1l]=exporeal (-1:.1:1,2,2); %exponencial creciente
[t,x2]=exporeal(-1:.1:1,2,-2); %exponencial decreciente
[t,x3]=exporeal (-1:.1:1,2,0); %constante

subplot (311),plot (t,x1, 'LineWidth',2);1ine(0,0:.1:20)
xlabel ("t');title('x(t) Exponencial creciente')

text (-1,-8,"'(a)'"); %grid

subplot (312),plot (t,x2', 'LineWidth',2);1line(0,0:.1:20)
xlabel ('t'");title('x(t) Exponencial decreciente')

text (-1,-8, "' (b)"); %grid

subplot (313),plot (t,x3"', 'LineWidth',2);1line(0,1:.05:3)
xlabel ('t");title('x(t) Constante')

text (=1,0, ' (c)"); Sgrid

Seiial exponencial compleja

Para generar una exponencial compleja, de nuevo se parte de la Ec. (2.29) al considerar C constante y a = jw
imaginaria, en cuyo caso x(¢) adquiere la forma

x(t) = Ce™

x(8) = Cel®! (2.30)
la cual, mediante la identidad de Euler se expresa también como
x(2) = Ccos(wt) + jCsin(wt)
misma que corresponde a una sefial compleja que también se puede expresar como
x(t) = Re{Cel @} + Im{cel@"}

Cabe enfatizar que todas las exponenciales complejas en TC de la forma de la Ec. (2.30) son periddicas, situa-
cién que no siempre se presenta en las sefiales en TD como se verd més adelante.

Cambiando ahora C y a complejos se obtienen las exponenciales complejas creciente o decreciente, esto es,
tomando los valores de C = C1e/% y a = r + jw y sustituyendo en la Ec. (2.29), entonces

x(f) = Clejﬂe(r+jw)t — Cler tej(wt+6)

la cual, mediante la identidad de Euler se expresa también como
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x(t) =|Cle" " cos(wt+0) + j|Cle" 'sin(wt +0)

endondesir = 0 se tiene que la parte real y la parte imaginaria de x(¢) son de tipo sinusoidal la cual corresponde
a la sefal de la Ec. (2.30). Se representan graficamente mediante la parte real e imaginaria de x(¢) o bien, de
forma alternativa con la magnitud y el 4ngulo de x(¢), ambas representaciones se muestran en la figura 2.16.

5 Parte real de x(t) 5 Parte Imaginaria de x(t)
1 1
0 0
-1 -1
-2 -2
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
(a) ¢ (b) ;
3 Magnitud de x(t) 4 Angulo de x(t)
2
2
0
1
-2
0 -4
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
(c) t (d) t

Figura 2.16: Sefial x(1) =Ce®,C=2ya= j10

%Figura 2.16 Ejemplo de exponencial compleja c es constante y alfa es imaginaria
[t,x]1l]=exporeal (-1:.01:1,2,3%10); %exponencial compleja

subplot (221) ,plot (t,real (x1), 'LineWidth', 2)
xlabel ('t');title('Parte real de x(t)")

text (-1,-2.75,"'(a)"');grid

subplot (222) ,plot (t,imag(x1l), 'LineWidth', 2)
xlabel ('t'");title('Parte Imaginaria de x(t)"')
text (=1,-2.75, " (b) ') ;grid

subplot (223) ,plot (t,abs (x1), 'LineWidth', 2)
xlabel ('t'");title('Magnitud de x(t)")

text (=1,-.75,"(c) ") ;grid

axis([-1 1 0 3])

subplot (224) ,plot (t,angle(x1), 'LineWidth', 2)
xlabel ('t');title('Angulo de x(t)")

text (-1,-6,"'(d)");grid
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Si ahora r > 0 se forma una sinusoidal multiplicada por una exponencial creciente, y con r < 0 se genera una
sinusoidal multiplicada por una exponencial decreciente. Este Gltimo tipo de sinusoidales se les llama sinusoi-

dales amortiguadas. Las representaciones gréficas se presentan en la figura 2.17.

20 Exp. compleja decreciente, r<0 x(t)

T T e — — e ]

o} \ \/f VAVAVAVA YLV

_2D I I I i i I I
-1 -0.8 -06

-0.4 -0.2 0 02 04 06

. 0.8 1
t
20 Exp.compleja creciente. r=0 x(t)
D _'__—___—___—__'"-__H"_"-_H"‘“'"'-E‘Jﬁ\—/-\/ﬁ\/\/—\/-v\\/\ﬂﬂ\/\|I||I 7
Ill“}l
_20 I I I i i i I I I
-1 -08 -06 -04 -02 0

02 04 06 0.8 1
t

Exp.compleja r=0 x(t)
2 Ilnl T I.“II In| §

Figura 2.17: Sefial x(1) = Ce®, con C y a complejos

$Figura 2.17.

Ejemplo de exponencial compleja c y alfa son complejas
[t,xl]=exporeal (=1:.01:1,2xexp (Jj*pi/4),—-2+3%50);

[t,x2]=exporeal (-1:.01:1,2xexp (j*pi/4),2+3*50);
[

%exp.compleja decreciente, r<0
t,x3]=exporeal (-=1:.01:1,2xexp (j*pi/4),+3x50);

%exp.compleja creciente,r>0
%exp.compleja , r=0

subplot (311),plot (t,real (x1))

xlabel ('t");title('x(t)")

text (-1,24, 'Exp. compleja decreciente, r<0'); %grid

subplot (312) ,plot (t,real (x2))

xlabel ('"t");title('x(t)")

text (-1,24, 'Exp.compleja creciente. r>0"); %grid

subplot (313),plot (t,real (x3))

xlabel ('t");title('x(t)")

text (=1,2.4, "Exp.compleja r=0"); %grid
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Periodicidad de la exponencial compleja en TC

La Ec. (2.30) tiene la propiedad de ser periddica, es decir satisface la Ec. (2.9), ya que al desplazar la sefial en el
tiempo en un valor de T se obtiene la misma sefial.

x(t) = Cejw(l‘+T) — Cejwteij
cumpliéndose que /T = 1, siendo T = 27/w el periodo de la seial y w la frecuencia angular en radianes por

segundo. Dado que es una sefial compleja, la representacién grafica puede presentarse en dos formas, mediante
la parte real y la parte imaginaria, o bien mediante el m6dulo y el &ngulo.

Cabe senalar que para diferentes valores de w la sefnal x(t) en cada caso serd diferente, esta caracteristica no se
presenta en las sefiales en tiempo discreto, como se vera més adelante.

Seiial Sinusoidal

La senal sinusoidal esta relacionada con la exponencial compleja periédica y se utiliza para describir muchos
procesos fisicos. Estd dada por la Ec. (2.31) y se muestra en la figura 2.16, como la parte real de la exponencial
compleja.

x(t)=Ccos(wt+06) (2.31)

Usando la identidad de Euler, la sefial exponencial compleja puede escribirse como

Ce/ @0 = Ccos(w t+0) + jCsin(wt+0)

y la sefial coseno se puede escribir en términos de la exponencial compleja como

C . cC .
Ccos(wt+0) = Eef(“’ 0 | Ee‘““’ 1+6) (2.32)
o también
Ccos(wt+0) = Re{Cej(‘” ”9)} (2.33)
y la sefial seno se puede expresar también como
Csin(wt+6) = Im{Cej(‘“ ”9)} (2.34)
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de forma alterna como

C . Cc _.
Csin(wt+0) = —e/@+0) _ — p-jlwi+0) (2.35)
Jj2 Jj2

en donde el periodo fundamental T con unidades en segundos es inversamente proporcional a w, es decir

=" (2.36)
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Senal exponencial complejay sinusoidal en TD

Las correspondientes sefiales exponenciales en tiempo discreto surgen de la secuencia exponencial

x[n]=Ca" ( )

donde Cy a adoptan valores reales y complejos.

Sise hace @ = ef , pudiendo ser 8 real o compleja, x[n] toma la forma

x[n] = CeP"

sin embargo, aunque esta tltima expresion es similar a la correspondiente en tiempo continuo, es més conve-
niente expresar y procesar los datos mediante la exponencial x[n] = Ca”.

Seiial exponencial real

Si Cy a toman valores reales se obtienen varias sefiales con diferentes tendencias.
» Si|a| > 1, la sefial crece en forma exponencial.

» Sila| <1, la senal decrece en forma exponencial.

e Sia >0 todos los valores de x[n] son del mismo signo.

e Sia=-1, x[n] se alterna entre +Cy —C.

e Sia =1, x[n] es constante.

¢ Sia <0, x[n] alterna sus valores.

Las diferentes sefiales se muestran en la figura 2.18.
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Exp. creciente, o>1 Constante, o=1 Exp. decreciente, 0<n<1
40

40
2
30 30
15
= = =
=20 = = 20
b3 = 1 b
10 05 10
L ; . L.
-4 -2 0 2 4 0 1 2 3 4 5 -4 -2 0 2 4
(a) n (b) n () n
Exp.creciente altemada, o <-1 Constante alternada o=-1 Exp. decreciente, -1<cx<0
40 40
2
30 30
1
20 20
= = =
F 10 B0 = 10
= I E = I
- 1 . - 1
0 I 4 0 I
-10 -10
20 2 20
-4 -2 0 2 4 -5 0 5 -4 -2 0 2 4
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Figura 2.18: Senal x[n] = Ca". Cesconstanteya) a>1,b)a=1,c)0<a<l,da<-1l,e)a=-1,f)-1<a<0

%Figura 2.18 Ejemplos de exponenciales discretas variando C y alfa

[n,x1]=expodis(-4:4,2,2); $Exponencial creciente, alfa >1
[n,x2]=expodis(-4:4,2,1); %Constante alfa=1

[n,x3]=expodis(-4:4,2,.5); %$Exponencial decreciente, alfa < 1
[n,x4]=expodis(-4:4,2,-2) $Exponencial creciente alternada, alfa >1
[n,x5]=expodis(-4:4,2,-1); %Constante alternada alfa=-1
[n,x6]=expodis(-4:4,2,-.5); S%Exponencial decreciente alternada, alfa < 1
subplot (231),stem(n,x1, '.','LineWidth',2);

xlabel ('n');ylabel ('x1[n]");

title('Exp. creciente, \alpha>1'); %grid

text (=5,-7,"'(a)")

subplot (232),stem(n,x2, '.','LineWidth',2);

xlabel ('n'");ylabel ('x2[n]");

title('Constante, \alpha=1');axis([-.2 5 0 2.2]); %grid
text (=5,—.4,"(b)")

subplot (233),stem(n,x3, '.','LineWidth',2);

xlabel ('n');ylabel ("x3[n]");

title('Exp. decreciente, 0<\alpha<l'); %grid

text (=5,-7,"'(c) ")

subplot (234),stem(n, x4, '.','LineWidth',2);

xlabel ('n');ylabel ('x4[n]");

title('Exp.creciente alternada, \alpha <-1'); %grid
text (=5,-30,"'(d)")

subplot (235),stem(n, x5, '.','LineWidth',2);

xlabel ('n');ylabel ("x5[n]");
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title('Constante alternada \alpha=-1"');;axis([-5 5 —-2.2 2.2]); %grid
text (=5,-2.75,"(e)")

subplot (236),stem(n,x6, '.','LineWidth',2);

xlabel ('n');ylabel ('x6[n]");

title('Exp. decreciente, —-1<\alpha<0'); %grid

text (=5,-30, ' (f) ")

Seinial exponencial compleja

Considerando los valores de C constante real y @ = e/ en la Ec. (2.37) se obtiene la exponencial compleja
discreta

x[n] = Cel®" (2.38)

en la que, si se incluye un angulo de fase, C cambia a una constante compleja C = C; e/?

x[n] = C e/ @n+9 (2.39)

que al expresarla como la suma de la parte real e imaginaria de x[7] se obtiene

x[n] =|Clcos(wn+80)+ j|C|sin(wn+0)

la cual a su vez esta relacionada con la sinusoidal

xinl :Re{ICIej(“'”+9)}+Im{ICIej(“’"+6)} (2.40)

donde w y 6 tienen unidades de radianes y n es adimensional.

Se destaca que a diferencia de las exponenciales complejas en TC, en las que todas son periddicas, en TD no
todas las exponenciales complejas son periédicas, como se verd mdas adelante.

Cambiando ahora C y @ complejos se obtienen las exponenciales complejas creciente o decreciente, esto es,
tomando los valores de C = C;e/% y @ = a1 e/ y sustituyéndolos en la Ec. (2.37) queda

x[n] =|C||a|"e/@n+? 2.41)

o bien, en términos de senales sinusoidales
x[n] = Claf(cos(w n+0)+ jsin(wn+6))

las sefiales que se derivan de esta Ec. (2.41) se ilustran en la figura 2.19 y son las siguientes:
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C=Cel% a=a;el® Senal x[n] Forma de onda de la
Exponencial Compleja
lal =1 x[n] = |Cle/@n+0 Seno y Coseno
la] <1 x[n] = |C||a|"e/@n+0 Exponencial compleja decreciente
la| > 1 x[n] =|Cl||al*e/@"+® | Exponencial compleja creciente
Real x[n] Img. x[n]
4 7 3
: s
™ s
2 s " . 2 ' P o
0 *]HTT'HH_ D-""'}_THI ]
‘ [1T7 l
-9 -1
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
(a) n (b) n
Real x[n] Img. x[n]
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2 -7
: ] _ D—rlTHTlTI I 11
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-2 /,
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(© n (d) .

Figura 2.19: Exponencial compleja discreta x[n] = ael®" a) @ =0.85b) a=1.15,c) a =—-0.85,d) a = —1.15

SFigura 2.19 Ejemplos de exponenciales discretas
% con C constante y diferentes valores para alfa
[n,x1]=expodis (-10:10,1, .85.%exp(13*12)); $Exponencial compleja

subplot (221),stem(n,real (x1), '."),

hold on, plot(n,.85.”n, '-—");plot(n,-.85."n, '——");
xlabel('n'");title('Real x[n]");

text (-10,-4, " (a) ') ;axis([-10 10 min(real (x1)) max(real(x1l))]); Sgrid

line ([min(n) max(n)], [0 0]);

[n,x1]=expodis (—=10:10,1,1.15.xexp(13x12));

subplot (222) ,stem(n, imag(x1), '.'");

hold on, plot(n,1.15.”n, '-—");plot(n,-1.15."n, '——");

xlabel ('n');title('"Img. x[n]");

text (-10,-2.5, " (b) ");axis([-10 10 min(imag(xl)) max(imag(xl))]); sgrid

line([min(n) max(n)]1, [0 0]);

[n,x1]=expodis (-10:10,1,-.85.*xexp(1jx12));
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subplot (223),stem(n,real (x1), '."),

hold on, plot(n,-.85.”n, '——");plot(n,.85.%n, '—=");
xlabel ('n');title('Real x[n]");
text (-10,-4, " (c) ") ;axis([-10 10 min(real(x1l)) max(real(xl))]); sgrid

line([min(n) max(n)]l, [0 01]);

[n,x1]=expodis (-10:10,1,-1.15.xexp(1j*x12));

subplot (224),stem(n, imag(x1l), '.");

hold on, plot(n,1.15.”n, '——");plot(n,-1.15."n, '——');

xlabel ('n');title('Img. x[n]");

text (=10,-4.5,"(d) ");axis([-10 10 min(imag(xl)) max(imag(xl))]); Sgrid
line ([min(n) max(n)], [0 0]);

En la figura 2.19 se presentan las gréficas de la sefial x[n] = a”e/“". Los incisos a) y b) corresponden a senales
con valores de « positivos, mientras que en los incisos c) y d) con valores de a negativos, en los cuatro casos a”
es la envolvente de la sinusoidal.

Senal Sinusoidal

Las sefales sinusoidales en TD estédn relacionadas con la exponencial compleja como la parte real y la parte
imaginaria de la exponencial compleja. Para el caso de la sefial coseno

|C|cos(wn+0) =Re{x[n]} = ICIRe{ej(“’"+0)} (2.42)

la sefial coseno, a su vez se puede expresar en términos de la exponencial compleja como

|C|cos(wn+6) = g( J@n+0) +e_j(‘””+9)) (2.43)
y la sefial seno queda como
|Clsin(wn +0) = Im{x[n]} =|C] Im{ej(‘”"“g)} (2.44)
o bien
|C|sin(wn+0) = |]£2| (ej(‘“ n+0) _ p=j(w ”*9)) (2.45)

Las diferentes formas de representar graficamente la exponencial compleja x[n] corresponden a la parte real,
la parte imaginaria, su magnitud o su dngulo, mismas que se presentan en las figuras 2.20a a la 2.20d.
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Real x[n] Img. x[n]
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Figura 2.20: Exponencial compleja discreta y sus diferentes representaciones gréficas.

SFigura 2.20 Ejemplos de exponenciales discretas C y alfa constantes

[n,xl]=expodis (-10:10,2,exp(1j*x12)); %$Exponencial complelja
subplot (221),stem(n, real (x1), '.");

xlabel ('n');title('Real {x[nl]l}");

text (-10,-3,"'(a) ");axis([-10 10 -2.2 2.2]); %grid

hold on; line([min(n) max(n)], [0 0]); %plot (n, zeros(l,length(n)))
subplot (222),stem(n, imag(x1l), '.");

xlabel ('n'");title('Img. {x[n]}"');

text (-10,-3, "' (b) "); %grid

axis([-10 10 -2.2 2.2]);

hold on; line([min(n) max(n)]l, [0 0]);

subplot (223),stem(n,abs (x1), '.");

xlabel ('n');title('Abs. {x[nl}");

text (=10,-.7,"(c)"); Sgrid

axis([-10 10 =0.2 2.2]);

hold on; line([min(n) max(n)], [0 0]);

subplot (224),stem(n, angle(x1l), '.');

xlabel ('n');title('Angulo [x[n]]");

text (-10,-5,"'(d) "); %grid

axis([-10 10 =3.5 3.5]);

hold on; line([min(n) max(n)], [0 0]);
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Diferencias fundamentales de las sefiales exponenciales complejas en TC y TD

Las sefiales discretas exponenciales complejas tienen dos diferencias bien definidas con respecto a las corres-
pondientes en tiempo continuo.

Primero, considere la sefial exponencial compleja x[#] la cual se modifica en su frecuencia w en 27.
x[n] = e/®" (2.46)

x[n] = e](w+2n)n — e]wne]2nn

de donde se observa que

por lo que

x[n] = e/ @+2mn — gjon (2.47)

Es decir, que la sefial se repite cuando la frecuencia se modifica en 27; de hecho, la sefal es la misma a una
frecuencia en mudltiplos de 27, lo cual marca una diferencia con respecto a las sefiales en TC en donde para
cualquier variaciéon de frecuencia la sefial es diferente. De lo anterior, las sefiales discretas peri6dicas, tienen
un intervalo de frecuencia de 0 a 27, o bien de —7 a 7. La figura 2.21 muestra que dos sefiales exponenciales
complejas en tiempo discreto con diferentes frecuencias w = 7/8y w = 177/8 corresponden a la misma sefal.

x1[n] con wu=n-18
1 T T T T T T

SEER | |
0

] i
05F 1
-1 ! ! ! ! ! ! ! !
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

x1[n] connwu=171r18

1 T T T T T T
SEER | |
0

] i
051 B
. 0 é Alt (IS 8 1IO 1I2 1I4 1I6 1‘8 20

Figura 2.21: Sefales exponenciales complejas idénticas con diferentes frecuencias
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$Figura 2.21 Sefales periodicas en TD se repiten cada 2pi

n=0:20;

x1=cos (pi*n/8);

x2=cos (17+pi*n/8);

subplot (211),stem(n,x1,"'."', 'Linewidth', 2)
xlabel('n'); S%Sylabel ('x1[n]")
title('x1l[n] con \omega_0=\pi/8")

hold on; line([min(n) max(n)], [0 0]);
subplot (212),stem(n,x2,"'."', 'Linewidth', 2)
xlabel ('n'"); Sylabel ('x2[n]")

hold on; line([min(n) max(n)], [0 0]);
title('x1[n] con \omega_0=17\pi/8")

La segunda diferencia esta relacionada con la periodicidad. Una sefial en TD es periddica si cumple con la Ec.
(2.12), la cual se vuelve a plantear

x[n]=x[n+ N]=x[n+ mN)]

en donde N es el periodo de la sefial y m es un entero positivo o negativo.

Para el caso de la exponencial compleja se debe cumplir con

x[n] = e/@+N) _ pjwn (2.48)

de manera que se cumple e/“N = 1, condicién que se satisface para los m valores mdltiplos de 27, es decir

wN =m2n
o bien,
©w m
21 N

debe ser una razén de nimeros enteros, de aqui que el periodo de una sefial en tiempo discreto es

2m
N=—m (2.49)
w
donde m es el menor ntimero entero que proporcione N entero. Marcando una diferencia con respecto al pe-
riodo de las exponenciales complejas en TC.

Por ejemplo, para el primer caso de la figura 2.21, la sefal es x; [1n] = cos (% n), conw = /8, porlo que el periodo
es

27
N=—m=16m (2.50)
/8

en donde el menor valor de m entero que proporciona el valor de N entero es m = 1, por lo que el periodo es
N =16.
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5 177 .
Para el segundo caso, en la figura 2.21, la sefal es x,[n] = cos 5 n|,con w =17x/8, porlo que el periodo es

27 16
m=—m (2.51)
177/8 17

por lo que, para m = 17, N = 16 que corresponde al mismo periodo fundamental de la sefial x; [n] , mostrando

que dos sefales con diferentes frecuencias, tienen el mismo periodo, como se observa y reafirma en la figura
2.21.

Se resume que:

+ Dos o mads sefiales exponenciales complejas en tiempo discreto, pueden tener diferente frecuencia, pero el
mismo periodo, por lo tanto, serdn iguales.

« Cuando no existen valores enteros para las constantes m y N se trata de una sefial aperiddica.

» De lo anterior se concluye que no todas las exponenciales complejas en tiempo discreto son periédicas.
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Funciones singulares en tiempo continuo

Otra clase muy importante de sefales son las representadas mediante funciones singulares con las cuales
se pueden modelar y caracterizar una gran diversidad de sefiales diferentes a las analizadas anteriormente. Se
llaman funciones singulares debido a que tienen propiedades y caracteristicas especificas, ademés de discon-
tinuidades o sus derivadas son descontinuas.

Funcion Impulso unitario

La funcion impulso o delta de Dirac se denota como () o uy(¢), la cual se define en términos de su 4rea como

Funcién Impulso 6(t) o uy(t)

oo 1 t=0
f 6(t)dt={ ( )
—00 0 t#0
o bien como
o0 A t=0
f A6(t)dt={ ( )
—00 0 t#£0

El impulso unitario tiene tres caracteristicas, duraciéon cero, amplitud infinita y drea unitaria; caracteristicas
que lo hacen ser una funcién especial e ideal, (aunque en realidad corresponde a una distribucién, mas que
una funcién). Sin embargo, es de gran importancia para caracterizar y determinar la respuesta de sistemas.

Una descripcién intuitiva del impulso es representarlo en términos de un pulso rectangular de ancho 2 | §| y
altura %, de manera que el 4rea siempre sea unitaria. Conforme ¢ se aproxima a cero, el ancho del pulso se
aproxima a cero y su altura tiende a infinito, permaneciendo el drea unitaria y aproximandose al impulso uni-
tario, esto es

0(t) =1lim P.(?)
e—0

En donde P (?) es una funcién rectangular de 4area unitaria. Esta aproximacion se muestra en la figura 2.22. La
funcién impulso unitario también se presenta en términos de la integral de la multiplicacion de una funcién
x(t) por la propia funcién delta

f X(D8(Ddt = x(0) (2.54)

69



Ya que el impulso sélo estd presente en ¢ = 0, entonces de acuerdo conla Ec. (2.53) corresponde a x(¢ = 0) = x(0),
sies continuaen ¢ =0.

Esta expresion se puede generalizar como

f x(M)o(t—1)dt = x(7)

Mas adelante se presentan las propiedades del impulso y sefiales reales que se pueden aproximar a esta funcién.

Aproximacion EE (t)

16 1

127 ]

g=10.125 _

ot £ =025 ]

e=0.4

0.8 0.6 0.4 0.2 0 02 04 0.6 0.8

Figura 2.22: Aproximacion al impulso mediante un pulso rectangular

%Figura 2.22 Ejemplo de Aproximacion al impulso con la funcion pulso(t)
t=—.8:.001:.8;

eps=[1 .5 .25 .125 1/16];

for i=1:5

x=pulso(1l/ (eps (1)) *t);

plot (t, (1/eps(i)) .*x)

hold on

end

title(' Aproximacion \delta_\epsilon (t)"')

stitle('y = \ite”{\lambda t}', 'Color', 'b")

Stitle ('Ae”{\alphat} for A = 0.25 and \alpha = —-0.0005")
axis([—-.8 .8 0 16.51);
str = '$$ \varepsilon =1$$';

text (.5,1.2,str, "Interpreter', 'latex')
str = '$$ \varepsilon =0.5$$";

text (.25,2.2,str, "Interpreter', 'latex")
str = '$$ \varepsilon =0.25$S$";

text (.125,4.2,str, '"Interpreter', 'latex")
str = '$$ \varepsilon =0.125 $$';

text (.065,8.2,str, "Interpreter', 'latex"')
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Escalon Unitario

La funcion escalén unitario denotada como u(f) o u_;(t) se define como

1 t>0
u(t) :{ (2.55)
0 <0

El valor de esta funcién en t = 0 no se especifica sélo se dice que es de valor finito, dado que presenta una
discontinuidad en ¢ = 0.

Cabe mencionar que la definicién de la Ec. (2.55) es vélida también cuando se considera el argumento una
funcién, esto es

1 f()>0

[f(D)] =
uf {0 fr)<o

De manera general, se pueden modelar otras funciones singulares a través de integrar o diferenciar uy(?), el
impulso unitario, siendo la forma genérica

t
u;_1(1) :f u;(t)dr i entero (2.56)
o bien,
du;(t) )
uj+1() = ar i entero (2.57)

Por ejemplo, con i =0 en la Ec. (2.56) se obtiene el escalén unitario

t
u_1(1) :f up(r)dr =1 t>0 (2.58)

(00}
con i =0enlakEc. (2.57) se obtiene el llamado doblete u; ()

duy(t)

up(r) = a7

(2.59)

yconi=1enlaEc. (2.57) se obtiene el nombrado triplete u,(¢) y asi sucesivamente. Estas sefiales, el doblete
y triplete, al igual que el impulso son funciones singulares ideales que se utilizan para fines de demostraciones
analiticas.
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2.6.3

Rampa

La funcion rampa r(t) o u_»(t) se obtiene al integrar la funcién escalén u_; (¢) en la Ec. (2.56).

t ¢
u_o(t) = f u_1(n)dr = dr=t t=0 (2.60)
—00 0+
o bien,
t t=0
r(t) = (2.61)
0 t<0

la cual a su vez al integrarla se obtiene la pardbola p(f) o u_3(t)

t2
— =0

u_s(r)=4 2 (2.62)
0 <0

y de manera similar se pueden generar y modelar otras funciones de cualquier orden. La figura 2.23 muestra
una gréfica de estas sefiales.

Escalon unitario u(t)

1 L
0.5
0 ; )
-2 0 2 4 6 8 10
Rampa r(t)
10 T
5 =
0 i i
-2 0 2 4 6 8 10
Parabola p(t)
40 —
20r /"——./
0 . .
-2 0 2 4 6 8 10

Figura 2.23: Funciones singulares en tiempo continuo
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$Figura 2.23 Ejemplo de senales escalon, rampa, y parabola
t=-2:.001:10;

subplot (311), plot(t,us(t), 'Linewidth',1.5);

title('Escalon unitario u(t)'");axis([-2 10 —.1 max(us(t))+.2])
subplot (312), plot(t,rs(t), 'Linewidth',1.5);

title('Rampa r(t)'"');axis([-2 10 —=.5 max(rs(t))])

subplot (313), plot(t,ps(t), 'Linewidth',1.5);

title('Parabola p(t)');axis([-2 10 —.5 max(ps(t))])

Ejemplo 2.7

Exprese las sefiales en TC mostradas en la figura 2.24 en términos de funciones singulares y grafiquelas en
MaTLAB para validar su respuesta.

Solucion

Las expresiones matemadticas de estas sefiales son las siguientes

x1(O)=u(t+2)+ult+D)+u(t)—1.5r(t-2)+1.5r(t—4) (2.63)

X)) =pt+3)-pt-1)-2rt+1)-2u(t-1)+p(=t+3) (u(r-1) —u(t-3)) (2.64)

su representacion grafica se muestra en la figura 2.24

x1(t)

3_ I I I I I -

| 1

i ]

D i i i i

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
n

Figura 2.24: Sefales arbitrarias en tiempo continuo

73




$Figura 2.24 Senales arbitrarias con funciones singulares
t=—4:.001:5;

set (gcf, 'defaultlinelinewidth',1.5)

x1l=us (t+2)+tus (t+1)+us(t)—1.5*rs(t—2)+1.5*xrs (t—-4);

x2=ps (t+3) —ps (t+1) =2xrs (t+1) —2xus (t—=1) +ps (=t+3) . x (us (t=1) -us (t-3));
subplot (211), plot(t,xl)

title('x1(t)")

grid

axis([-3 5 =.5 3.5])

subplot (212), plot(t,x2)

title('x2(t)")

axis([-4 4 —-.5 2.5]);grid

Seiial Sinc

Otra funcién sumamente importante en el andlisis de sefales, tanto en dominio del tiempo como en el de la
frecuencia, es la funcién seno cardinal denotada como sinc(t) dada por la Ec. (2.65). Dado que esta funcién
en su definicion, seno del argumento entre el argumento, estd indeterminada para valores de ¢ = 0, se aplica la
regla de L'Hopital para evaluar la funcién en este valor, resultando en una amplitud de sinc(¢) =1 en ¢ = 0. El
seno cardinal se representa en dos formas, la normalizada y la no normalizada.

Funcioén sinc(t) normalizada

1 t=0
sinc(t) = . (2.65)
sin(mt)
t#0
Tt
en cuyo caso el drea es
o0
/ sinc(t)dt=1 (2.66)
—00
Funcién seno cardinal Sa(t) no normalizada
1 t=0
Sa(t) = 2.67
a(r) sin(?) ( )
t#£0
t
siendo el area
o0
f Sa(tdt=n (2.68)
—00
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En ambas la amplitud es 1 en ¢ = 0. La grafica de la funcién sinc de las dos representaciones se muestra en la
figura 2.25. Para distinguir entre las funciones sinc normalizada y la no normalizada, se tomara en este texto la
representacion sinc(t) y Sa(t) respectivamente.

Se observa en la figura que sinc(f) cruza en cero en miltiplos enteros de t, diferente de cero, mientras que
Sa(t) cruza en cero en tiempos multiplos de 7.

Cabe mencionar que la funcién seno cardinal se ha definido con la variable independiente ¢, sin embargo puede
utilizarse alguna otra variable independiente.

Funcion sinc(t)

08

06k sen{r )= )

sen(tyt

0.4

0.2F

Figura 2.25: Seiial sinc(f)

$Figura 2.25 Senal sinc

t=-3xpi:.1:3xpi;

x1l=sinc(t); %Funcion sinc normalizada sinc(t)=sin(pixt)/ (pixt)
x2=sinc (t/pi); %Funcion sinc NO normalizada sinc(t/pi)=sin(t)/ (t)
plot(t,x1,t,x2, 'Linewidth',1.5); grid

title ('Funcion sinc(t)'"); xlabel('t"')

Ejemplo 2.8

Considere la funcién X (w) indicada. Exprese X (w) en términos de la funcién seno cardinal sinc(w) normalizada
y en lano normalizada Sa(w) en donde

X(w) = 2sin(w)

Solucion

De manera directa se observa la funcién seno cardinal no normalizada, la Ec. (2.67)

75




X(w) =28a(w)
Para la funcién sinc normalizada, la Ec. (2.65), w cambia a w/m obteniendo

sin(m(w/m))

sincw/m) =
n(w/m)

de manera que

X(w)=2sinc(w/m)

Cuya amplitud en ambos casos es 2 en w = 0.

Ejemplo 2.9

Considere la funcién discreta X (k) como se indica. Exprese y grafique X (k) en términos de la funcién sinc()
normalizada.

1 n
X(k) = o sin(km/2)e k2 k entero (2.69)
o1

Solucion

Aplicando la Ec. (2.65), kx/2 cambia a k/2 obteniendo

sin(mw(k/2))
j k/2) = ———— 2.70
sinc(k/2) 2(k12) ( )
o bien, reordenando términos
1 i 2
L sinctkr2) = Snk/2) 2.71)
2 kn

obteniendo,

1 o
X(k) = 5sinc(lc/z)e‘fki

En la figura 2.26 se grafica la sefial discreta X (k), su magnitud y su dngulo. Se muestra en linea punteada la
envolvente de la sefal.
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Figura 2.26: a) Senal %si nc(k/2) b) Magnitud | X (k)| c) Fase £ (X (k))

%Figura 2.26 sinc discreto

k=—-10:10;
x=0.5+«sinc(k/2); %.xexp (—j*xk*pi/2);
subplot (311),stem(k,x, 'LineWidth',1.5);
title('0.5 sinc(k/2)"); xlabel('k")
k1=-10:.1:10;
x1=0.5+sinc (k1/2); $.xexp (—j*xkxpi/2);
hold on;

subplot (311),plot (k1,x1, '—")

text (-10,-.35,'a) ")

x=0.5*sinc (k/2) .xexp (—jxk*pi/2);

subplot (312),stem(k,abs (x), 'Linewidth',1.5);
title(']0.5 sinc(k/2)|"); xlabel('k")
k1=-10:.1:10;
x1=0.5+sinc (k1/2); %$.*xexp (- Jxkxpi/2);

hold on;

subplot (312),plot (k1l,abs (x1), '——")

text (-10,-.15,'b) ")
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$x=0.5xsinc (k/2) .xexp (—j*xkxpi/2);

subplot (313),stem(k, angle (x)*180/pi, 'LineWidth',1.5);
title('\angle 0.5 sinc(k/2){ e }*{—jk\pi/2}")

text (-10,-285,"'c) ");; xlabel('k")

2.6.5

Pulso unitario

El pulso unitario I1(¢) es una funcién deterministica, discontinua en el tiempo y aperiddica definida como

Pulso unitario I1(¢) o rect(t)

() = ) (2.72)
0 [t > =
2

también se define en términos del escal6n unitario como

I1(t) =rect(t) = u(t+0.5) — u(t—0.5) (2.73)

Cabe mencionar que el drea del pulso unitario, como el nombre lo expresa, es unitaria. Esta sefial se presenta
en la figura 2.27.

Funcion pulso unitario I1(t)

08

0.6

0.4

0.2F

-1 08 06 -04 -02 0 02 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.27: Funcidn pulso unitario
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$Figura 2.27 Pulso unitario
t=-1:.001:1;

plot (t,pulso(t), 'Linewidth',1.5);grid
axis([-1 1 —.1 max(pulso(t)+.1)])
title('Funcion pulso unitario \Pi(t)"'");

xlabel ('t")

2.6.6

Tridngulo unitario
La funcion tridngulo unitario tri(t) es una funcién deterministica y aperi6dica, la cual también tiene drea uni-
taria, se define como
Funcién Tridngulo, tri(t)
1-¢ [t <1

tri(t) =
0 [t|=1

La gréfica de esta senal se presenta en la figura 2.28.

-2 -1.5 -1 0.5

Figura 2.28: Funcion tridngulo unitario

%Figura 2.28 Triangulo unitario
t=-2:.001:2;

plot(t,tri(t), 'LineWidth',1.5);
title('tri(t) '), xlabel('t');grid

axis([-2 2 min(tri(t))—.1 max(tri(t))+.1 1)




2.7

Propiedades del impulso unitario

La funcién §(¢#) no especifica un valor de la variable dependiente a partir del valor en la variable independien-
te, en lugar de ello se plantea mediante una integral como se expresé6 en la Ec. (2.53).

Una expresién mds general para el impulso que surge de la Ec. (2.53) estd dada por
[e.0]
f x(t+ )0 ()dt = x(ty) (2.74)
—0o0

donde t; es un tiempo arbitrario y x(t + fy) es cualquier funcién que es continua en ¢ = ty. A partir de esta
expresion se obtienen varias propiedades de la funcién 6 (¢) que serdn de gran importancia y utilidad a lo largo
del texto, entre las que estan

1. Propiedad de escalamiento

S(at) = Lﬁ(t) (2.75)
lal

para el caso en que a = —1, se verifica que corresponde a la sefial invertida, esto es

0(=n=0(1) (2.76)

Un escalamiento para a > 1 se refleja en la ponderacién del impulso, por ejemplo si a =2,

1
621 = Eé(t) (2.77)
2. Propiedad de muestreo
o0
f x()0(t— ty)dt = x(ty) (2.78)
—00
si x(f) es continua en ¢ = fy.
3. Propiedad de convolucién
(0]
f x(@)6(t—1)dTt = x(1) (2.79)
—00
4. Propiedad de multiplicacién en el tiempo
x()0(t—to) = x(29)6(t — tp) (2.80)
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5. Casos especiales que involucran limites finitos en las integrales

tg ° .
f x(H)o(t—ty)dt =—x(tp) (2.81)
151

solosit; < ty < L.

En general, si existe la enésima derivada de x(¢) y es continua en ¢ = f, se tiene:

1)
f x(06" (£ - to)dt = (-1)"x" (£) (2.82)
151
solosit; < ty < L.
donde
d"x(1)
M) =
X (o) FTC
y
daré(t—ty)
(n) _
6" (t—1) = T

6. Propiedad de derivacion e integracion

Las propiedades se obtienen al aplicar las Ecs. (2.56) y (2.57). Con la integracion del impulso §(¢) se obtiene
el escalon u(t) y a partir de la derivada del escaldn se obtiene el impulso.

t
u(t):f o(n)dr
o bien,

du(t)
dt

o(t) =

Ejemplo 2.10
Evalte la siguiente integral
(0]
x(8) = f m(1)6(t—2)dt
—00
en donde

m(t) = e
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Solucion

Ya que el impulso estd atrasado en fy = 2, aplicando la propiedad de muestreo, la Ec. (2.78) se obtiene

x(1) :f m)8(t—-2)dt=m(ty) =e
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2.8

Aproximaciones a la funcién impulso

Dado que es imposible tener fisicamente una funcién con las caracteristicas del impulso definidas en la Ec.
(2.52), se puede intentar obtener una aproximacion a ella considerando el limite de algiin pardmetro en una
funcién que cumpla con las caracteristicas de drea unitaria, amplitud que tiende a infinito y duracién que
tienda a cero. El pulso unitario, tridngulo, sinc son ejemplos de funciones que pueden cumplir con dichas ca-
racteristicas. Para ello, considere la sefial pulso unitario I1(¢), la cual se escala en amplitud y en tiempo por un
factor 2¢, de manera que en el limite cuando € — 0 esta funcién se aproxima a §(¢), esto es,

1
— |t < e
. 1 t 2¢e
O0() Elimo.(t) = —II|—| = 2.83
(1) gli% (1) 28 (28) ( )
0 || > €

la cual corresponde a una funcién similar a la de la figura 2.22.

Otros ejemplos de funciones que se aproximan a la funcién impulso son la funcién triangular, también escalada
en amplitud y en tiempo, definida como

t
-1

e
s =1limo. (=4 " L 2.84)
E—»

0 |t > €

La funcién sinc también es una funcién que se aproxima al impulso, en este caso se define como

2
5(t)Elim55(t)=£(isin(ﬂ—I)) =lsin02(9) (2.85)
e—0 wt £ £

en donde 0 = t/¢e, cumpliendo con drea unitaria.

Estas dos aproximaciones se presentan en la figura 2.29.
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Aproximacién ﬂF (t) con la funcién sinc(t)
20 ! ! ' v ! ' . !

18r

14r

12 F

e e i
05 04 03 02 01 0 01 0.2 0.3 04 0.5

Figura 2.29: a) Aproximacioén d,(¢) con una funcién sinc

Aproximacion ﬁ‘ (t) con la funcion triangular tri{t)
10 T T — T T T T

6k e=1.1

0 . \ "
-1 08 06 -04 -02

Figura 2.29: b) Aproximacion 6, (¢) con una funcién triangular

%Figura 2.29 Ejemplo de aproximacion a un impulso mediante una funcion sinc

title ('Aproximacion \delta_\epsilon (t)")
[t,del]=delta(—-.5:.005:.5,.5);

plot (t,del, "'LineWidth',1.5)

hold on

[t,del]=delta(-.5:.01:.5,.1);

plot (t,del, "LineWidth',1.5)
[t,del]=delta(-.5:.01:.5,.05);

plot (t,del, "'LineWidth',1.5)




title('(1l/e)+*sinc(x)");

title(' Aproximacion \delta_\epsilon (t) con la funcion sinc(t)")
xlabel ('t")
str = '$$ \epsilon =0.5$$";

text (0.2,1.5,str, "Interpreter', "latex");
str = '$$ \epsilon =0.1$$"';

text (.08,6,str, "Interpreter', "latex');
str = '$$ \epsilon =0.05$S$"';

text (.05,16,str, "Interpreter', 'latex"');

figure

t=-1:.001:1; eps=.1;
[t,dell]=deltal (t,eps);

plot (t,dell, 'LineWidth',1.5);
hold on

eps=.2;

[t,dell]=deltal (t,eps);

plot (t,dell, 'LineWidth',1.5);
hold on

eps=.5;

[t,dell]=deltal (t,eps);

plot (t,dell, "'LineWidth',1.5);

hold on

title('(1l/e)*sinc(x)");

title(' Aproximacion \delta_\epsilon (t) con la funcion triangular tri(t)")
xlabel ('t")

str = '$$ \epsilon =0.5$$";

text (.3,1,str, "Interpreter', 'latex");
str = '$S \epsilon =0.2S5S$"';

text (.14,2.5,str, "Interpreter', "latex");
str = '$$ \epsilon =0.1 $S$';

text (.05,6,str, "Interpreter', "latex');

Una funcién exponencial, que a pesar de no ser una sefial par, que cumple con las caracteristicas generales del
impulso que tiende a infinito cuando el pardmetro ¢ tiende a cero es

NG lin%c?E(t) = %e_é u(r) (2.86)

que para fines précticos es una buena aproximacion al impulso. Se deja al lector graficar esta funcién y verificar
su drea unitaria.
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2.9

Funciones Singulares en tiempo discreto

Las funciones que representan sefales en tiempo discreto se definen de manera anéloga a su contraparte en
tiempo continuo.

2.9.1

Muestra unitaria o Impulso unitario

La muestra unitaria en TD es la contraparte del impulso unitario §(¢) en TC . También llamado impulso unitario
o delta de Kronecker 6[n], se define como

1 n=0
S[n] = (2.87)
0 n#0
o bien, la muestra unitaria desplazada es
1 n=m
Oln-m]= (2.88)
0 nZm

el papel que juega esta funcién es similar al comportamiento del impulso en TC. Su representacién grafica se
muestra en la figura 2.30.

éln]

1F Y

08r

0.6

0.4F

02f

Figura 2.30: Funcion muestra unitaria
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$Figura 2.30 Secuencia o muestra unitaria

n=-5:5;
stem(n,dd(n), 'o', 'LineWidth',1.5)
xlabel ('n'");

axis([-5 5 —-.1 1.11])
title ('\deltal[n]")

Secuencia escalon unitario

Esta secuencia es un caso particular de la exponencial de la Ec. (2.37), en donde C = a = 1, definida n = 0.

1 n=0
uln] =
0 n<o0
o bien, en forma desplazada
1 n=zm
u[n — m] = (2.89)
0 n<m

La muestra unitaria y la secuencia unitaria estdn estrechamente relacionadas, de manera que se pueden repre-
sentar cada una en términos de la otra, esto es, la muestra unitaria Ec. (2.87) también se puede expresar como
la diferencia de dos secuencias unitarias,

o[nl=ulnl—-uln-1] (2.90)

y el escalon unitario también se puede obtener a partir de la muestra unitaria mediante

ulnl= Y 6ln—mj (2.91)
m=0

la cual corresponde a una suma de muestras unitarias desplazadas.

Secuencia rampa

La secuencia rampa se define como
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r(n] =nuln] =
0 n<o
o bien
n-m n=m
rin—-ml=
0 n<m

Las secuencias escal6én unitario y rampa definidas anteriormente se muestran en la figura 2.31.

u[n]
1 b
05F
0 I 1 i
5 0 5 10
N
n]
10F ' ' Y
sl ]

1]

[ P~ - S~
-5 0

Figura 2.31: Secuencias escaldon unitario y rampa

(2.92)

%Figura 2.31 Secuencias: escalon unitario y rampa

n=-5:10;

subplot (211), stem(n,ud(n), 'o', 'LineWidth',1.5)
title('uln]'); xlabel('n'");

axis([min(n) max(n) —.1 1.11])

subplot (212), stem(n,rd(n), 'o', 'LineWidth',1.5)
title('r[n]'"); xlabel('n');

axis([min(n) max(n) —.1 10.5])
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Ejemplo 2.1 1

Exprese las sefales en TD mostradas en la figura 2.32 en términos de funciones singulares y grafiquelas en

MaTLAB para validar su respuesta.

x1[n]

= P [
—0
B
—

L — : &

4 2 0 8
n]

5}

15F

i

0.5

06— . . . .
4 2 0 2 4 6 8

Figura 2.32: Senales arbitrarias en tiempo discreto

Solucion

Las expresiones matemadticas de estas sefiales son las siguientes

xinl=rin+4]—-r[n]l—rn—4]+r(n+8]

=)

y su representacion gréafica debe coincidir con la que se muestra en la figura 2.32.

xo[nl=u + u(n+4]

(2.93)

(2.94)

%Figura 2.32 Senales arbitrarias en TD

n=-5:9;

set (gcf, 'defaultlinelinewidth',1.5)
x1l=rd(n+4)—-rd(n)—-rd(n—-4)+rd(n-8);

subplot (211),stem(n,x1, 'LineWidth',1.5)
title('x1[n]'"); axis([-5 9 min(x1l)—-.3 max(x1)+.5 ])
xlabel ('n'")

x2=ud ((n+4) /2)+ud (n+4) ;

subplot (212),stem(n,x2, 'LineWidth',1.5)
title('x2[n]'"); axis([-5 9 min(x2)—.2 max (x2)+.3 1)
xlabel('n')
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Resumen

El conocimiento de las sefales, su representacién matemadtica y las operaciones que se realizan con sefales
es fundamental en el andlisis y procesamiento de sefiales.

En este capitulo se han presentado los diferentes tipos de funciones que representan las sefales tanto en tiempo
continuo como en tiempo discreto, incluyendo sus similitudes y sus diferencias. Se estudian las técnicas para su
manipulacién, tanto en amplitud como en tiempo. Se incluyen diversos ejemplos, analizados y resueltos tanto
de forma analitica como haciendo uso de la herramienta de MatLAB para comprender mejor los conceptos y
validar los resultados obtenidos.
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Problemas

2.1 Defina las sefiales singulares escal6n, rampa y pardbola en tiempo continuo y en discreto, como funciones
(function), en archivos *.m en MarLAB. Némbrelas respectivamente, las de en tiempo continuo como us.m,
rs.m, ps.my las de en tiempo discreto como ud.m, rd.m, pd.m. Obtenga la grafica de cada una de ellas.

2.2 Con las funciones singulares definidas en el problema 2.1, obtenga y grafique las siguientes sefiales:
a) xi()=u(t)—u(t-2)
b) x(t)=r(®)—r(t—-2)
c) x3(t) =u_3(t)—u_3(t-2)
d) x1[n]=uln]—uln-3]
e) xz[n]=r[n]-r[n-3]
f) x3[nl =u_3[n]-u_s[n
2.3 Para cada una de las seiales mostradas en las figuras 2.33 a 2.36 en tiempo continuo y en tiempo discreto,
a) Exprese y grafique las sefales en términos de funciones singulares.
b) Determine y grafique la correspondiente sefial Par.
¢) Determine y grafique la correspondiente senal Impar.

d) Grafique las sefiales resultantes Par + Impar.

x1(t)

Figura 2.33: Sefal arbitraria en tiempo continuo del problema 2.3
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Parabola

Figura 2.34: Sefial arbitraria en tiempo continuo del problema 2.3

x1[n]

05 1

Q

&
& D
b

0¢

Q

Q

-Q

Q

o &

-2 0 2 4

=2

Figura 2.35: Sefal arbitraria en tiempo discreto del problema 2.3
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x1[n]

n

Figura 2.36: Senal arbitraria en tiempo discreto del problema 2.3

2.4 Grafique la sefial y determine el periodo de cada una de las siguientes sefiales:

27
a) x1(p= 5cos(? t)

b)

c)

d

e)

f)

X2 (1) —5005(%1?)
2T 5

27
x3(t) =5cos €t+

x1[n] =5cos

X2[n] =5cos

x3[n] =5cos

3)

21 )
—n
5

2.5 Con base en los resultados del problema 2.4, responda lo siguiente. Justifique claramente su respuesta:

a) ;Todas las sefiales sinusoidales en tiempo continuo son periédicas?

b) ;Todas las sefiales sinusoidales en tiempo discreto son periédicas?

c) Las senales sinusoidales en tiempo continuo, para diferentes valores de w, ;son iguales o diferentes?

d) Las senales sinusoidales en tiempo discreto, para diferentes valores de w, ;son iguales o diferentes?

2.6 Las sefales en tiempo continuo x; (¢) y en tiempo discreto x; [n] estdn definidas como sigue:

x1(0) = x(=2t+3)

x1[n] = x[-n+2]
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las cuales se muestran en las figuras 2.37 y 2.38 respectivamente. A partir de ellas, determine

x1(t)

181

16

14F

12

0.6

0.4

0.2

=2 -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3

Figura 2.37: Sefal arbitraria en tiempo continuo del problema 2.6

x1[n]

25T

16

-0

0¢ © ! L i i 1 1

Figura 2.38: Sefial arbitraria en tiempo discreto del problema 2.6

a) x(t)
b) x(-1¢)
c) x(t—2)

d) x(£+2)
2
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e)
)

g)
h)

i)
)
k)
)

x[n)

x[-n+2]
«[5]
x[3n]
«[3]

x[2n)

t
2.7 Six (§ + 2) es una senal escalada y desplazada en tiempo continuo, la cual se muestra en la figura 2.39,

determine y grafique x(#).

x(ex t- )

Figura 2.39: Senal arbitraria en tiempo continuo del problema 2.7

n
2.8 Las senales escaladas y desplazadas en tiempo discreto x; [E + 3] y x2[—2n+ 3] se muestran en las figuras

2.40y 2.41 respectivamente. Determine y grafique x; [n] y x2[n].
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#1[nf2 +3]

Figura 2.40: Sefial arbitraria en tiempo discreto del problema 2.8

#1[-2n+3]

05+

O

Figura 2.41: Sefial arbitraria en tiempo discreto del problema 2.8

2.9 A partir de las exponenciales complejas x; (£), x2(#) y x1[n], x2[n], definidas por

a) xi(1)=5el7!
b) xo(t) =3el(F1+5)

©) x1[n]=5e/7n
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d)

X2[n] =3¢l (571

obtenga la gréfica de

a)
b)
c)
d)
e)
f)

g)
h)

—
=

x(8) = x1(8) + x2(2)
Re{x (1)}

Im{x, (1)}

[x(2)]

£x(1)

Periodo y frecuencia de x(t)
x[n] = x1[n] + x2[n]
Re{xi[n]}
Im{x,[nl}

|x[n]l

£x[n]

Periodo y frecuencia de x[n]

2.10 Evalte las siguientes integrales.

a)

b)

f u()o(t—2)dt

f u()o(t+2)dt

c) f IS (t—1)dT

0
d)f el il§(t-2)dt
0

o
e) f el il§(t—2)dt
-10

f) f r(né6(t—2)dt

10
g)f J s (r—2)dr
0

h) f r(t—2)0(—t+2)dt
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3

Representacion de Sistemas en Tiempo
Continuo

P 1
" oo |

y
AN
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3.1

Introduccion

En la clasificaciéon de sistemas del capitulo 1 surgen dos propiedades de suma importancia en el anélisis de
sefales y sistemas, éstas son la de linealidad y la invariabilidad en el tiempo. Muchos procesos fisicos y sistemas
de importancia préctica poseen estas propiedades, por lo que pueden modelarse como sistemas lineales e in-
variantes en el tiempo (LIT), con lo que es posible analizarlos con cierto detalle. Ademds, muchos sistemas no
lineales se representan mediante funciones que pueden ser linealizadas en un intervalo amplio de la variable ¢
o de la sefial de entrada x(t), de manera que se pueden obtener resultados ttiles.

Los sistemas LIT cumplen con la propiedad de superposicion, esto significa que si una sefial de entrada se pue-
de representar en términos de una combinacién lineal de un conjunto de sefiales bésicas, entonces se puede
utilizar la superposicién para calcular la salida del sistema en términos de las respuestas a estas sefiales bésicas,
lo cual facilita en gran medida su andlisis y caracterizacién. La respuesta de sistemas LIT a entradas especificas,
que se aborda en este libro, se lleva a cabo a través de los siguientes métodos:

 Solucién del modelo del sistema representado por una ecuacion diferencial

Integral de convolucién

Transformada de Laplace a través de la funcién del sistema
» Transformada de Fourier

Los dos primeros métodos se realizan en el dominio del tiempo ya que la representacion de los sistemas y las
sefales asociadas estdn dados en términos de funciones de tiempo y los dos siguientes corresponden a métodos
en el dominio de la frecuencia debido a que son especificados en términos de funciones de la variable compleja
s que corresponde a la variable de frecuencia.

Por otro lado, una de las caracteristicas de gran importancia del impulso unitario es que muchas sefiales de
tipo general pueden representarse como la combinacién lineal de impulsos desplazados. Esta caracteristica
junto con las propiedades de superposicion e invariabilidad en el tiempo permiten desarrollar una completa
caracterizacion de cualquier sistema LIT en términos de su respuesta al impulso unitario.

En este capitulo se analizan los sistemas que se pueden representar mediante ecuaciones diferenciales ordi-
narias y lineales haciendo énfasis en aquellos que son invariantes en el tiempo. La transformada de Laplace se
presenta en el capitulo 4 y la Transformada de Fourier se aborda en el capitulo 7.
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3.2

Representacion general de un sistema

La descripcién de un sistema general que relaciona una sola entrada con una sola salida se representa de
manera esquematica como se muestra en la figura 3.1.

a(t) y(t) = H{z(t)}

Entrada _ Salida
—>{ OSistema H  [=—

Figura 3.1: Representacion general de un sistema

Se interpreta como el sistema H que opera sobre la sefial de entrada para producir una sefial de salida, y se
denota como

y(8) = H{x(8)} (3.1)

en donde y(f) representa la salida del sistema y x(¢) la entrada.

Muchos sistemas y procesos en tiempo continuo relacionan la salida con la entrada mediante ecuaciones dife-
renciales lineales, cuya forma general se expresa como

N dlyi) M d’x(t
Y an(1) th’,g loy bn(r)%,g) =X/ (1) (3.2)
n=0 n=0

donde los coeficientes a,(t) y by, (t) pueden depender de la variable independiente ¢, en cuyo caso corresponde
a una ecuacion diferencial variable en el tiempo, la cual describe un sistema que es variante en el tiempo.

Se denota como x(t) la entrada al sistema o funcion de excitacion y a x¢(#) la funcion forzada, correspondiente
ala funcién de la Ec. (3.2) interpretada como la combinacidn lineal de la entrada x(¢) y sus derivadas.

Por ejemplo, el modelo del sistema de un circuito eléctrico resistivo-capacitivo RC de primer orden, esté repre-
sentado por la ecuacién integro-diferencial

1 T
Ry(t)+6 y@dr + V(t) = x1(t)
Io

siendo y(#) la corriente de salida o respuesta del sistema, V (#) el voltaje almacenado en el capacitor y x; () el
voltaje o entrada del sistema. Al derivar ambos lados la ecuacion se obtiene

Rdy(t) 1 _dx(9
ar Y04
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En este caso, la funcién de entrada es x(¢) = x;(t) y la funcién forzada es xp(n) = dx(t)/dt.

Si los coeficientes de la Ec. (3.2) son constantes, es decir no dependen de ¢, la representacion general toma la
forma

N ood'yw M d"x(r)
ZanW: anWZXf(ﬂ (3.3)

n=0 n=0

modelo que representa un sistema lineal e invariante en el tiempo.
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3.3

Respuesta de entrada cero, de estado cero y respuesta
total

La respuesta del sistema modelado mediante las Ecs. (3.2) o (3.3) corresponde a la solucién de la ecuacién
diferencial, pudiéndose tener condiciones auxiliares y/o la sefial de entrada, a partir de las cuales se obtiene
una expresion explicita de la salida en términos de la entrada. La respuesta completa o total y(t) de un sistema
consiste de dos soluciones.

y@) = yp(6) + yp (1)

donde y,(#) es la solucién a la ecuacién homogénea, llamada funcién complementaria, respuesta natural, res-
puesta libre, respuesta transitoria (no siempre correcta), o respuesta de entrada cero. Esta tltima es la que
adoptamos en este libro y se denota como y,;(f). Esta respuesta se debe exclusivamente a las energias almace-
nadas en los elementos del sistema.

Por otro lado, y, () es la respuesta de la ecuacion diferencial no homogénea debida a una entrada particular,
es decir, a la funcion forzada, x¢(¢) y se le llama solucion particular, respuesta en estado estable, respuesta
permanente (no siempre correcta), respuesta de estado con energia inicial cero, respuesta forzada o respuesta
de estado cero, dado que las energias en los elementos se consideran cero. Esta tltima es la que se adopta en
este libro, y se denota como y,(1).

De manera que la respuesta total de un sistema se puede reescribir como

Y(@) = yzi () + yz5(8) (3.4)

En esta secci6n determinaremos solamente la respuesta de entrada cero y.;(t). Parala respuesta de estado cero
¥zs(t) se requiere del concepto de respuesta al impulso, por lo que en la Seccién 3.5 se abordard esta respuesta.

Considerando que en este capitulo se presenta el planteamiento general de solucién de sistemas lineales y va-
riantes en el tiempo, haciendo énfasis en los sistemas LIT, la respuesta de entrada cero y;(¢) de estos sistemas,
cuyo modelo es de la forma de la Ec. (3.3), corresponde a la solucién de la ecuacién homogénea, es decir, cuan-
do x¢ () = 0. Entonces la Ec. (3.3) toma la forma

N dnyzz(t)
ZO I =0 (3.5)

Suponiendo una solucién de la forma y; () = e’! en la ecuacién homogénea, donde s son constantes a definir,
la Ec. (3.5) queda como

ansNeSt+an_1sN”

leSt 4 +arse’t +age’t =0
en donde siempre se obtendrd un polinomio de la forma

ansN +any_1sN M+ +ai+ap=0
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que también se puede expresar como
aN-1 n- a1 ao
sV ——sNV1p 4+ —s5+—=0
an an an
Este polinomio en s es de orden N y se le nombra ecuacién caracteristica, cuyas raices pueden ser reales, ima-
ginarias y/o complejas. Para el caso de raices no repetidas, la respuesta adquiere la forma

N
yzi(0) =) Cpe™! (3.6)
n=1

donde C, son constantes que dependen de las energias almacenadas en los elementos del sistema y s, son las
raices de la ecuacidn caracteristica.

Para el caso de raices que se repiten k veces la respuesta es de la forma:

k
Yzi(t) =Y Cpt" et (3.7)

n=1
donde si son la raices repetidas y k es el nimero de repeticiones que se presentan.

Por ejemplo, considerando el caso de un sistema de tercer orden en la Ec. (3.3), la ecuacién caracteristica tam-
bién es de tercer orden y suponiendo que sus raices son sj, sy = s3, larespuesta de entrada cero es de la siguiente
forma:

Yzi(0) = C1e™' + Cre®' + C3re™!

Ejemplo 3.1

Considere el circuito RL de primer orden (s6lo incluye un elemento que almacena energia) de la figura 3.2, cuyo
modelo es el de la Ec. (3.8) Determine la respuesta de entrada cero si la corriente almacenada en el inductor en
t=0es I.

Figura 3.2: Circuito RL con energia almacenada en el inductor y sin excitacion

103



Solucion

El modelo de este circuito estd dado por

Ldi(t)
dat

+Ri(1)=0 (3.8)

Este circuito almacena energia debido al inductor, y no tiene excitacién alguna, por lo que sélo incluye la res-
puesta de entrada cero i;;(t), la cual se obtiene de la ecuacién homogénea que es la Ec. (3.8).

Como se menciono6 anteriormente, las funciones exponenciales de la forma e*’ cumplen como respuesta para
las ecuaciones diferenciales que tiene la forma de la Ec. (3.3), donde s es una constante a determinar, de manera
quessi i (1) = e’ entonces di/dt = se®!, las cuales al sustituirlas en la Ec. (3.8) queda

Lse’'+Re’' =0

o bien

(Ls+R)e*' =0 (3.9)
yya que e*! no puede ser cero, obtenemos
Ls+R=0
-R
s=—
L
Asi que la respuesta de entrada cero es
i,i(D) = Ce 1" (3.10)

donde la constante C depende de la condicién inicial en ¢ = 0, por lo que en este tiempo se evaltia la Ec. (3.10).
i0=h=C
De manera que la respuesta total, para este caso en particular, es la respuesta de entrada cero
; , _Ry
i(N=iz(t)=Ihe T (3.11)

La cual tiene la forma de una exponencial decreciente que inicia en Iy y que decae con una constante de tiempo
L/R como se muestra en la figura 3.3.

104



i(t)=lo exp(-Rt/L)

1(0)

2 25 3

Figura 3.3: Respuesta de entrada cero para un circuito RL
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Respuesta transitoria y respuesta permanente

Toda respuesta puede contener una respuesta transitoria y una permanente o de estado estable. La respuesta
transitoria, si existe, es la parte de la respuesta que tiende a cero conforme ¢t — co. La respuesta en estado estable
o permanente, es la que no es cero cuando ¢ — oo.

Ejemplo

Considerando la respuesta del ejemplo 3.1, la Ec. ( ), ;Cudl es la respuesta transitoria y la de estado perma-
nente?

De la Ec. ( ) o la gréfica de la figura 3.3, es facil observar que la respuesta transitoria, que tiende a cero
conforme t — oo es precisamente i(¢); mientras que la respuesta permanente es cero.
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3.9

Respuesta de estado cero y respuesta al impulso

La respuesta al impulso unitario es la respuesta del sistema cuando la entrada es un impulso unitario. Para
definirla, se parte de la Ec. (2.79), la propiedad de convoluciéon del impulso

x(t)=f x(1)o(t—-1)dt

Si x(t) es la entrada al sistema, entonces la salida o respuesta de estado cero y.(f), dado que no se consideran
energias almacenadas, se representa de acuerdo con la Ec. (3.1), como

[e.o]

yzs(t)=H{f x(r)é(t—r)dr} (3.12)
—00

Sin embargo, ya que 7 es una variable auxiliar y ¢ es la variable independiente, operando H sobre ¢ yno 7, la Ec.

(3.12) se puede expresar como

Vazs(1) :f x(T)H{O(t—1)}dt

o bien

o0
Vazs(1) =f x(m)h(t,T)dt (3.13)

—00
siendo h(t,7) = H{6(t — 1)} precisamente la respuesta a una entrada impulso o simplemente respuesta al im-
pulso, cuando éste se aplica en t = T como se muestra en la figura 3.4. Para sistemas LIT, h(f,7) = h(t—1) yla
Ec. (3.14) cambia a

z(t) =68(t—T) y(t) = H{é(t — )} = h(t,7)
— Sistema Lineal H | ——

Figura 3.4: Respuesta del sistema cuando la entrada es un impulso

Vzs(2) =f x(M)h(t-1)dr (3.14)

De manera similar, si la entrada es x (1), la respuesta al impulso es h¢(,7) y la respuesta de estado cero es

Vzs(1) =f xp(Mhye(t,T)dT (3.15)

De las Ecs. (3.14) y (3.15) se puede observar que si conocemos la respuesta al impulso, podemos encontrar
entonces la respuesta de estado cero.
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Haciendo referencia al modelo lineal de la Ec. (3.2), la respuesta al impulso h £(1), que se debe a X¢(f) yno a

x(t), se puede obtener a partir de la respuesta de entrada cero y;(t), deduccién que se presenta en el Apéndice
C.

hp(t,7) = yzi (6, ) u(t - 1) (3.16)
debiendo cumplir las condiciones

yzi (D)],., =0

dyzi -0
ar |i=

dz)’zi

=0 3.17
dl_z s ( )
dN_lJ’zi _ 1
diN7l e an (@)

Por ejemplo, para un sistema de primer orden, N = 1 las condiciones serian

1
(t -
Vzi (O] ,_, e
para un sistema de segundo orden, N =2,
V2i(@)|,., =0
dyzi _ 1
dt t=1 az (T)
y para un sistema de tercer orden, N =3,
V2i (0)],., =0
d.VZi _
at |i=;
dzyzi _ 1
dr® |-,  a3(1)

y asi sucesivamente.

Una vez que se conoce h £(t,7),es posible determinar h(¢,7) como una combinacién lineal de aquella. Para ello,
realizaremos el siguiente procedimiento.

Retomando de nuevo el modelo de un sistema lineal, expresado en la Ec. (3.2)

N dmy(t
Zoan(t)%i) =x7(1) (3.18)

donde

108



d”x(t)

xp(0) = Z b, (1) (3.19)

Observamos en la Ec. (3.19) que la funcion forzada x¢(#) es una combinacion lineal de la entrada al sistema x(¢)
y sus derivadas. Considerando la entrada del sistema x(#) = §(¢ — 1), que representa un impulso en un tiempo
arbitrario 7, 1a Ec. (3.19) se expresa como

M ans(t—t
xp(1) = an(t) ( V (3.20)

La respuesta al impulso del sistema h(t, f1), que es una respuesta de estado cero, se obtiene mediante la Ec.
(3.15), esto es, la entrada al sistema x(¢) = 6 (¢ — t;) produce la respuesta y,(t) = h(t, t;). Este planteamiento se
esquematiza en la figura 3.5.

En la figura 3.5 se presenta que una entrada impulso produce la respuesta al impulso; que una sehal x¢(f) que
es la suma de x(t) = 6(t) y sus derivadas produciran la respuesta al impulso como la suma de las respuestas
debidas a cada uno de los términos de x¢(t).

5(t) Entrada Sistema Lineal Respuesta -
2(1)5(t — t,) M z(t)h(t — 11)
wy(t) = _— h(t,t1) =
bo(B)3(t — ) —_— | ba(r)é(r — i)y (t,T)dr
o, (2Lt — [ @ ®T 0 ,ar
+b2(t)% _— + [ batr )th(t r)dr
+bnf(t)% _ [ bar(r )th(t r)dr

Figura 3.5: Obtencion de la respuesta al impulso h(t, 1) a partir de xp(t)y h,},-(r, T)

La respuesta al impulso aplicando la Ec. (3.15) queda

oo M n
ht,n) = | Z by 22— 1) 6“ )hf(t )dr (3.21)

o bien

h(t, 1) = [ bt )mhf(t Ddr
n=0

Pero aplicando la Propiedad 5 del impulso unitario, la Ec. (2.82)
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M d"ib, @) hs(t,T)
nt = 3 a0y (6 D)

n=0 dar"

=0

ya que f; es un tiempo arbitrario, se puede tomar 7 = t; de manera que se obtiene

M d"{by(T)hy(t,7)}
htn= Y (D" ——— S (3.22)
n=0 T

Para el caso especifico de sistemas invariantes en el tiempo, h(t,7) = h(t—1), h (1) = h -1y b,(t)=b
quedando la Ec. (3.22) como

aA™hr(t
h(t-1)= an( 1" M (3.23)

Tomando en cuenta que

dnhf(t—‘[) — ndnhf(t—‘[)
dat" ar”

la Ec. (3.23) queda

M- d"hp(t—
h(t-1)=Y bn% (3.24)

la cual para sistemas lineales e invariantes en el tiempo que inician en 7 = 0, la Ec. (3.24) queda como

M d"hp(t
ho =y by (3.25)
PN T

De manera que la respuesta al impulso se interpreta como una combinacion lineal de h¢(¢) y sus derivadas.
Una vez que se conoce la respuesta al impulso h(?), se evalta la respuesta de estado cero y,s(?), la Ec. (3.14)
para asi obtener la respuesta total y(¢), es decir

y(t) = J/zi(t) +yzs(t)

N oo
y) =) Cnes"t+f x(m)h(t—71)dt (3.26)
n=1 —00

El primer término corresponde a la respuesta de entrada cero (sin raices repetidas) y el segundo a la de estado
cero.

El procedimiento anterior parece dificil; sin embargo, una forma sistemadtica de aplicarlo se puede resumir
claramente en los siguientes pasos.

e Se determina la respuesta de entrada cero y;;(¢), que es la solucién a la ecuacién homogénea, cuya forma
general depende de las raices de la ecuacion caracteristica, teniendo la forma general e®'’, %!, e%! para
raices diferentes, y e, re’!, r2e’ i id

,ye®t, te’, t7e”, etc. para raices repetidas.
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¢ Con la ecuacion anterior se determina la respuesta al impulso & r(t,7) = h £(t — 1), para sistemas lineales e
invariantes en el tiempo, mediante la Ec. (3.16).

he(t—=1) = yzi(t—T)u(t—71)

« Con esta respuesta se determina la respuesta al impulso del sistema h(t, 1) = h(f — 1) para sistemas lineales e
invariantes en el tiempo, mediante la Ec. (3.25).

M dnhf(t)
ht)= Y by——
(1) n;o "

¢ Con la cual se calcula la respuesta de estado cero y,s(f), con la Ec. (3.14).

hdﬂZ/wXWmu—ﬂdr

¢ Quedando la respuesta total a una entrada x(¢) como

N 0
y() = Z Cnes"t+f x(Mh(t-1)dt
n=1 -0

considerando que en la respuesta de entrada cero las raices no se repiten. Las constantes C,, se determinan con
las condiciones iniciales.

Ejemplo 3.3

Considere el circuito RL de primer orden (sélo incluye un elemento que almacena energia) de la figura 3.6,
cuyo modelo es el de la Ec. (3.27). Si la excitacién es un escalén x(t) = Vu(t). Determine para la corriente i(t)
las respuestas

a) de entrada cero, i,;(f)
b) de estado cero, i,(f)
c) total, i(¢)

d) transitoria, i/(f)

e) permanente, ip(f)

f) total, transitoria y permanente para el caso cuando i(0) = I

Ldi(1)

(1) = 2
ar + Ri(t) = Vu(r) (3.27)
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Figura 3.6: Circuito RL de primer orden

Solucion

a) Larespuesta de entrada cero i;;(t) es la respuesta de la ecuacién homogénea

Ldi(1)

+Ri(£)=0 (3.28)

Cuya solucién es similar a la obtenida en la Ec. (3.10)

R
ii()=Ce 1! (3.29)

Donde C es una constante que depende de las condiciones iniciales y se determina en la respuesta total.

b) Aplicando ala Ec. (3.29) las condiciones de la Ec. (3.17) y considerando que el orden dela Ec. (3.28) es N =1

. _R
izi(f)=De 1!

. 1 1
izi (D)lg=g = a_l = I =D

Asi que la respuesta de entrada cero, para fines de determinar la respuesta al impulso por este método
queda

. 1 _r,;
izi(f) = Ze L (3.30)

Ya que el modelo del sistema, la Ec. (3.27), no involucra derivadas de x(t), entonces x¢(t) es igual a x(1),
obteniendo la respuesta al impulso mediante la Ec. (3.16)

h(t—1)=hf(t—7) = y;(t —T)ult — 1)
1 _Ryp
hit—1) = Ze L u(t—1) (3.31)
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c)

Con esta respuesta al impulso y a partir de la Ec. (3.14), (el sistema es LIT), se determina la respuesta de
estado cero

i25(1) :foo x(T)h(t-71)d7

00 1
izs() = f Vu(r)ze_%(t_” u(t—1)dr (3.32)

Se definen los limites de la integral sabiendo que

1 >0
u(t) =
0 7<0

1 r—-7>0 o 1<t
u(t—-1) =
0 r—-17<0 o 1>t

y se toman los limites en la integral para los cuales 0 < 7 < ¢, obteniendo
' 1 _r
NGRS f Voe 1 Ddr
o L

1 t 1 L
izs(t):V—e‘%‘f elTdr = V—e‘ﬁt(—)ef’
L 0 L R

0

o bien la respuesta de estado cero queda
. 14 _Ry
lzs(t):E(l—e ; )u(t) (3.33)
Una vez determinada la respuesta de estado cero, obtenemos la respuesta total con las Ecs. (3.29) y (3.33)
i(r)= izi(t) + izs(t)

C) = Com it v e
i(1)=Ce +E(1 e )u(t) (3.34)

Donde C es una constante que depende de la corriente en ¢t = 0. Considerando el caso de condiciones
iniciales nulas, es decir i(0~) = 0 aplicada a la Ec. (3.34), se obtiene

i07)=0=C

con lo que se obtiene la respuesta total o completa con condiciones iniciales nulas.

i(t):K(l—e‘%f)u(t) (3.35)
- .
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d) A partir de la respuesta total, Ec. (3.35), la respuesta transitoria es

=Y tum
BYTR

e) ylarespuesta en estado permanente es

i (1) v (1)
i =—u
P R
f) Para el caso especifico en el que las condiciones iniciales son diferentes cero, i(07) = Iy, evaluando la Ec.

(3.34) en t =07, se obtiene C = I por lo que la respuesta completa o total con condiciones diferentes de
cero es

N 4 v -2
i(0)=Ie +E(1—e )u(t) (3.36)

en donde se observa que la respuesta transitoria en este caso es

(0=e (i)
W(H=etl IO_E u(r)

y la respuesta permanente €s
i, (1) v (1)
I =—u
P R

Ejemplo 3.4

Determine la respuesta completa del ejemplo anterior, haciendo uso de la herramienta MarLag. Considere va-
lores unitarios en las constantes involucradas R, Ly V e 1(0) = 2.

Solucion

Para este ejemplo se utilizara la herramienta Symbolic de MarLas, la cual determina de manera independiente
cada ecuacién que se plantee. Asi, en el programa de este ejemplo, izi representa la respuesta de entrada cero,
izsla respuesta de estado cero con condiciones iniciales (CI) nulas e i es la respuesta total.

En Mar1aB las respuestas se obtienen de manera independiente o directamente la total

i(r)= izi(t) + izs(t)

El c6digo para determinar estas respuestas es el siguiente.

SEjemplo 3.4 Ejemplo de Respuesta de estado cero, entrada cero y total
gmediante la herramienta Symbolic

syms il
izi=dsolve ('L*Dil1+R*x1i1=0") %Respuesta Izi sin excitacion
izs=dsolve ('L*Dil+R+1i1=V', 'i1(0)=0") %Respuesta Izs, CI nulas
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it=dsolve ('LxDil+R*11=V"', '11(0)=Io") %Respuesta total incluye entrada y CI

%Las mismas pero asignando valores

Izi=dsolve ('Dil+il=0","11(0)=2") %Respuesta Izi sin excitacion
Izs=dsolve ('Dil+il=1","1i1(0)=0") %Respuesta Izs sin CI
it=dsolve ('Dil+il=1"','i1(0)=2") $%Respuesta total incluye entrada y CI

$Graficas una a una
ezplot (Izi,0,5);
ezplot (Izs,0,5)
ezplot (it,0,5)

El despliegue de respuestas de MATLAB es el que se presenta en seguida, las respuestas se pueden reescribir y
comparar respectivamente con las calculadas en el ejemplo 3.3.

%Respuesta del Ejemplo 3.4

izi = Cl*exp(—(R*t) /L)
izs = (V — Vxexp(—(R*t) /L)) /R
it = (V - exp(—(R#t) /L) (V — IoxR))/R

Izi = 2%exp(-t)
Izs 1 - exp(-t)
it = exp(-t) + 1

Expresando de nuevo los resultados de MatLAB, quedan como

» Respuesta de entrada cero i;;(f) comparada con la Ec. (3.29).
. _R;
izi()=Ce L
¢ Respuesta de estado cero i,;(f) comparada con la Ec. (3.33).
. |4 _R,
lzs(t):E(l_e L) u(t)
» Respuesta total i(#) comparada con la Ec. (3.36).
10) (I V) AR (3.37)
i(r) = -——Je —u .
7R R

Las respuestas de MarLag del mismo sistema con valores unitarios asignados a los elementos y sus respectivas
gréficas se presentan en las figuras 3.7 a 3.9.

La respuesta de entrada cero i ; () = 26_% ‘u(t)=2e tu(t) esla que se muestra en la figura 3.7.
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2 exp(-t)

0.5 b

Figura 3.7: Respuesta de entrada cero del Ejemplo 3.4

Respuesta de estado cero i,s(t) = (1 —e 1 t) u(t) = (1 - e " u(t) mostrada en la figura 3.8.

1 - exp(-t)

Figura 3.8: Respuesta de estado cero del Ejemplo 3.4

Ry

Respuesta total i(f) = (1 +e’L ) u(r) = (1 +e Hu(r), presentada en la figura 3.9.
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exp(-t) + 1

4 4.5 5

Figura 3.9: Respuesta total del Ejemplo 3.4

Ejemplo 3.5

Considere ahora un circuito de segundo orden RLC (incluye dos elementos que almacenan energia, el inductor
Ly el capacitor C) como el que se muestra en la figura 3.10. La corriente almacenada en el inductor es i(07) =

1
Ip = 1A, y el voltaje almacenado en el capacitores v(07) = V=2V, L=1H, R=2QyC= = F. Si la excitacion

es un escalon x(f) = 10 u(z).
Determine para la corriente i(¢) las respuestas
a) de entrada cero

b) de estado cero

c) total

d) transitoria

e) permanente

f) apartir de la corriente i(¢) determine el voltaje v(t)

L R

m—/\/\/\,_

va () i(t) —0)

Figura 3.10: Circuito RLC
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Solucion
El modelo matemdtico de este circuito, teniendo como respuesta implicita la variable la corriente i(t), es

di(1)

L
dat

t
+Ri(t)+%f i(m)dr+Vy=x(1t) (3.38)
0

Diferenciando la Ec. (3.38) se obtiene

din +Rdim +li(t)——dxm =x¢(1) (3.39)
dr? dtr C T Tdr .
dx(t
Se observa ahora que x(1) # x¢ () = %

a) Larespuesta de entrada cero i;;(t) es la respuesta de la ecuacién homogénea

i) pdi 1.0
dr? dr C

L
Asignando los respectivos valores

d%i(p) +2di(t)+5.m_0 (3.40)
ar ar 0T .

Cuyas raices son complejas de la forma general s;» = 0 + jw, de donde la respuesta de estado cero tiene la
forma general

izi(t) = €% (C)cos(wt) + Cysin (wt))

Para este caso particular, s;» = —1+ j2 ylarespuesta de entrada cero es

i,i(t)=e 1(Cycos(28) + Crsin (