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Prefacio

Este libro es producto de varios cursos de Geometria Diferencial im-
partidos por los autores a lo largo de varios anos, a los estudiantes de las
licenciaturas de Matematicas y Fisica, tanto en la Facultad de Ciencias de
la UNAM, como en la Universidad Auténoma Metropolitana Iztapalapa.
La presentacién responde, por tanto, a las necesidades de nuestras licencia-
turas. Esta obra puede emplearse para un curso de Geometria Diferencial I
impartido a lo largo de un semestre o bien de un trimestre.

En el Capitulo 0 se introduce la geometria del espacio euclidiano R? y se
mencionan los elementos necesarios (productos escalar y vectorial, norma,
etcétera) para estudiar a las curvas y a las superficies contenidas en una
regién del espacio. El lector interesado en una discusion méas amplia de
estos resultados puede consultar Becerril et al. [2], de donde se han extraido
tales elementos basicos. En este capitulo se estudian ademés los cambios de
coordenadas de una regién en R3.

En el capitulo 1 se analizan las curvas en R? y R3, introduciendo dos
funciones caracteristicas béasicas: la curvatura y la torsion. Con base en
estas funciones se establece una relaciéon de equivalencia entre las curvas.

A partir del capitulo 2 se inicia el estudio de las superficies con los con-
ceptos basicos de esta teoria. En el capitulo 3 se hace una clasificacion de las
superficies en términos métricos y locales, utilizando varios conceptos fun-
damentales de la geometria diferencial, destacando entre ellos la curvatura
gaussiana. En este capitulo se demuestra ademéas uno de los teoremas mas
importantes de la matemética moderna: el teorema egregio de Gauss.

Cabe mencionar que esta obra se ha inspirado en varias fuentes y escuelas
de geometria, destacando por un lado la escuela rusa plasmada en los libros
clasicos de Pogorelov [9] y Dubrovin, Novikov y Fomenko [4], [5] y por
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otro lado la escuela brasilenia desarrollada principalmente por do Carmo
[3]. No olvidamos mencionar los cinco volimenes clasicos de Spivak [10],
donde los lectores podran encontrar algunas de las fuentes originales para los
conceptos que aqui se muestran. Los demdés textos mencionados a lo largo
del trabajo también han sido igualmente importantes para la elaboracién
de este libro.

La notacion utilizada en la obra es la que se usa en la literatura matema-
tica cominmente. Por ejemplo, la notacién N, que denota la operacién de
interseccion de dos o més conjuntos, U para la union, etcétera. Al discutir
un ejemplo, el proceso concluye con el simbolo >. La demostracién de un
resultado concluye con el simbolo .

Esta obra fue realizada mientras el primer autor disfruté de una estancia
sabatica en la Universidad Auténoma Metropolitana, Unidad Iztapalapa.
Agradecemos el apoyo del Dr. Carlos Signoret, jefe del Departamento de
Matematicas, para la realizacion de este proyecto. Igualmente, agradecemos
al Comité Editorial de la Facultad de Ciencias de la UNAM, por el apoyo
brindado para la publicacion de la obra. Por dltimo, agradecemos el apoyo
técnico de Daniel Espinosa y Victor Cruz. Ponemos a disposicién de los lec-
tores nuestras direcciones de correo electronico para cualquier comunicacién
en torno de esta obra.

OSCAR PALMAS J. GUADALUPE REYES
opv@hp.fciencias.unam.mx revg@xanum.uam.mx



Prefacio a la segunda ediciéon

Después de la aparicién de la primera edicion de este trabajo, algunos
lectores hicieron de nuestro conocimiento algunas sugerencias acerca de éste.
Por ejemplo, antes usamos el corchete [, | para denotar al producto vectorial
en R3; atendiendo a las opiniones y sugerencias de nuestros lectores, hemos
realizado el cambio de notacion al simbolo x para facilitar la interaccién
literaria de este trabajo con obras escritas en la misma direccién.

En general, acorde a las opiniones de profesores y estudiantes, se han
aclarado y corregido varios resultados y conceptos a lo largo de todo el libro.
Ademsds, se han realizado cambios significativos en la mayoria de las figuras
con el afan de ilustrar mejor los objetos a que corresponden. Lo anterior
se ha efectuado buscando mantener la esencia del trabajo original y la idea
objetiva para la cual fue escrito.

Agradecemos a los lectores de esa primera edicién el tiempo invertido
para realizar sus comentarios y sugerencias asi como su interés por mejo-
rarla.

LOS AUTORES
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CAPIiTULO 0
Conceptos preliminares

En este capitulo, que puede considerarse como introductorio, revisamos
los elementos necesarios para poder describir a los entes geométricos que
seran nuestro objeto de estudio. Aunque es probable que el lector conozca
estos conceptos por los cursos de geometria analitica, algebra lineal y cédlculo,
los incluiremos para una facil referencia. No obstante, una discusién mas
profunda puede encontrarse en [2].

0.1 La geometria de R? y de R?

En esta obra estudiaremos objetos geométricos en R? y R3, los espacios
vectoriales de dimension dos y tres, respectivamente, con coeficientes en los
ntumeros reales. Para describir los mencionados objetos, se asocia a estos
espacios un sistema de coordenadas. Dicho sistema puede pensarse como
un marco de referencia que surge de la necesidad de un observador para
describir un proceso.

El espacio cartesiano

Un sistema de coordenadas en R? asocia a cada punto p € R3 una
coleccién de tres nimeros de manera biunivoca. Esto es, dado un punto

en el espacio, le asociamos de forma tnica una coleccién de nimeros reales

x!, 22, 2% que lo identifique dentro de ese sistema de coordenadas. De igual

forma, dada una triada de ndmeros z', 22, 23, a ésta se le asocia en forma

tinica un punto p de R3. Esta asociacién se escribe como p = (x!, 22, 23) €
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2 23 se llamaran las coordenadas del punto

R3. Los nimeros reales z!, x
p en tal sistema.

Una manera de asociar coordenadas a los puntos de R? utiliza una base
{e1,e2,e3}. Como sabemos del algebra lineal, todo punto p € R3 se escribe
en forma tnica como

p= zle; + x?ey + x3€37

para una coleccién bien determinada de ndmeros z!,z2, 2%, que son las
coordenadas de p.

Consideremos en particular la base canénical

e1 =(1,0,0); ey =1(0,1,0); e3=(0,0,1).

En este caso denotaremos a las coordenadas de un punto como

z! =z, x2:y, z3 =z,

y llamaremos a éstas las coordenadas cartesianas del punto p. De la
misma forma, el espacio R3 con este sistema de coordenadas se llamarg el
espacio cartesiano.

Producto escalar

Usaremos el concepto de producto escalar como base para desarrollar la
geometria de R3.

Definicién 0.1. Dados los vectores &,7 en el plano cartesiano R?, sean
(€4,€2,63) v (n',n% n?) sus coordenadas con respecto de la base canénica.
El producto escalar de £ y 1, denotado por (£, 7), se define como el niimero

&m =+ + 8= ¢
=1

También es usual llamar al producto escalar como producto punto,
interior o interno, asi como usar la notacion & - 7.

'En algunos contextos también se denota como i, j, k a estos vectores.
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Proposicién 0.2 (Propiedades del producto escalar). Dados los vectores
£,n,¢C en R y los niumeros reales \, ju, se cumple:

a. (A& pud, m) = A& n) + p(d,n).

b' <£a 77> = <777 £>
c. (§,&) >0 para todo & y (£, &) =0 si y sélo si & =0.

Estas propiedades nos dicen que el producto escalar es una forma bilineal
simétrica positiva definida.

Las propiedades del producto escalar dadas en la proposicién 0.2 per-
miten definir varios conceptos geométricos, que repasaremos a continuacion.

Definicién 0.3. Dado un vector ¢ con coordenadas (&1, €2, £3) respecto de
la base candnica, la norma de &, denotada ||£||, se define como

€]l = V(& €) =

No es dificil comprobar que son vélidas las siguientes propiedades de la
norma.

Proposicién 0.4. Para los vectores £, € R? y los escalares \, ;1 € R se
tiene que

a. [[AE[l = [ALIE]]-

b. Si (&,n) = 0 entonces ||E+n| = ||€ —nl||. En tal caso, los vectores & y
n se llamardn perpendiculares.

c. Teorema de Pitagoras: & y n son perpendiculares si y solo si
€ +nll* = l1EN* + llnll*.
(Véase la figura 0.1a.)
d. Desigualdad de Schwarz:
(& m| < €N nll-

La igualdad es vdlida si y solo si uno de los vectores es maultiplo del
otro.
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e. Desigualdad del triangulo:

1€+ nll < 1€l + [Inl]-

La igualdad es vdlida si y sélo si uno de los vectores es maultiplo del
otro; véase la figura 0.10.

1€+
gl

Figura 0.1: a. Teorema de Pitdgoras. b. Desigualdad del triangulo.

Definicién 0.5. Dados dos puntos p,q € R? con coordenadas (z1,1,21) ¥

(z2, Y2, 22) respecto de la base candnica, se define la distancia d entre p y
q, denotada d(p, q), como

dp.q) = —a,p—a) = V(21— 22)2 + (y1 — y2)2 + (21 — 22)2.

De las propiedades del producto escalar y de la norma se obtienen las

siguientes

Proposicién 0.6 (Propiedades de la distancia). Sean p,q,r puntos en R3.

Entonces se cumple:

a. d(p,q) = d(q,p).
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b. d(p,q) >0, yd(p,q) =0 si y sdlo si p=q.

c. Desigualdad del triangulo:

d(p,q) < d(p,r)+d(r,q).

La igualdad es vdlida si y solo si p,q y r son colineales.

Observacién. Al espacio R? dotado de la distancia dada en la definicién
0.5 se llama también espacio euclidiano.

Un vector ¢ € R3 tal que ||£]| = 1 se llamar4 vector unitario. Dado un
vector 7 € R? no nulo, se garantiza la construccién del vector unitario

Ui

§=W-

Si € y 1 son dos vectores en R3, el &ngulo 6 entre ellos se define mediante

la igualdad
Em _ &m)
&y €l il

donde 0 < # < w. En otras palabras, el producto escalar de los vectores £ y
71 se puede escribir como

cosf =

(&m = 1€l Inll cos 6.

Dados los vectores £ unitario y n arbitrario, definimos la proyeccion de
n en & como (£,n)E, que es un vector con la misma direccién que §. (Véase
la figura 0.2.) En general, la proyeccién del vector n arbitrario en el vector
no nulo ¢ se calcula mediante la férmula

(&,m)
1117

€.

0.2 Orientacion

La idea basica de orientacién del espacio alude a la regla de la mano
derecha utilizada en la Mecdnica, mientras que la orientacién del plano
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Figura 0.2: Proyeccién de un vector.

toma en cuenta el movimiento de las manecillas del reloj. Se daran sélo
algunos aspectos béasicos de estos conceptos.

La orientacién canénica del espacio cartesiano R? estd dada por la
eleccién de la base canénica ordenada {eq, ez, e3}, de modo que la matriz

A= €9

€3
&3
&2
A\ >
€2
> )
o &

a. b.

Figura 0.3: a. Base candnica, con orientacién positiva. b. Base con orien-
tacién positiva.
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En general, si consideramos una base {£1, &2, €3} y la matriz de cambio de
base B entre ésta y la base canénica, sabemos que det B # 0. Diremos que la
base {£1, &2, &3} tiene orientacién positiva si la matriz B tiene determinante
positivo; en caso contrario diremos que tiene orientacién negativa. (Véase
la figura 0.3b.)

Dada una transformacién lineal biyectiva T : R? — R3, los vectores
T(e;) = & forman una base de R3. La matriz asociada a T tiene como
columnas a los vectores &;; es decir,

B=(¢& & &).

Si det B > 0, entonces se dice que 7" preserva la orientacién de R3. Esto da
lugar a la siguiente definicién.

Definicion 0.7. Una transformacién lineal
T:R3 — R3
preserva la orientacién de R? si su matriz asociada con respecto de la

base candnica tiene determinante positivo. En caso contrario, se dice que T
invierte la orientacién de R3.

Ejemplo 0.8. Consideremos la transformacion lineal T : R3 — R3 dada en
coordenadas cartesianas por

T(z,y,2) = Bx +2y+ 22, x + 3y + 2, bo + 3y + 4z)

Con respecto de la base candnica, T tiene asociada a la matriz

3 2 2
B=1]11 31
5 3 4
Ya que det B = 4, se sigue que T preserva la orientacion de R3. >

Ejemplo 0.9. Sea T : R? — R? la transformacion lineal dada por

T(z,y) = (y,).

Con respecto de la base canonica, T tiene asociada a la matriz

B:($é>

Como det B = —1, T invierte la orientacion de R2. >
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0.3 Operaciones vectoriales en R?

En esta seccion revisaremos dos operaciones vectoriales muy importantes,
el producto cruz y el triple producto escalar.

Producto cruz

Definicién 0.10. Sean & = (£4,£2,€%), n = (n*, % n*) dos vectores en R?.
Se define el producto cruz o producto vectorial de £ con 7, denotado
por £ X i, como el vector con coordenadas

Exn= (& =&, (&’ —n'e), &' — ')
con respecto de la base candnica.

Para recordar las coordenadas del producto cruz conviene escribir a éste
de la manera siguiente:

& ¢ ¢tog? ¢ho¢?
Xn=ej — e +e3
§xn 772 773 771 773 771 772

Y

lo que podemos escribir como un “determinante”,

€1 €y €3
Exn=|¢& & &
nt ot o

Proposicién 0.11 (Propiedades del producto cruz). Dados los vectores
£,m,¢ en R? y los escalares \, ;1 € R se tiene que

a. Si 6 es el dngulo entre £ yn, entonces
1€ > nll = [I€]] 7] sen6.
b. £ xn es ortogonal a & yn:

(Exn,& =0 y ({xnmn) =0.

c. Anticonmutatividad:
Exn=-nx¢
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d. Se cumplen las igualdades
(AS) x =& x (An) = A(§ x n).
e. Distributividad:
(AE + uC) x = A(E xn) + pu(C xn).
f. Igualdad de Jacobi:
(€xMmx Q)+ (Cx(Exn)+(nx(¢xE))=0.

La propiedad (b) en la proposicién 0.11 implica que si dos vectores no
nulos &, n satisfacen que su producto cruz es el vector cero, entonces

0 =[1(0,0,0)[l = lI& x nll = (&[] lIn]| sen &

lo que implica a su vez que # = 0 o bien § = 7. Esto es, dos vectores son
paralelos si su producto cruz se anula.
Se observa que si & x n # 0, entonces los vectores unitarios

{f o Exn }
1€ 1l 11§ > nll

conforman una base en el espacio con orientacion positiva por la eleccion
del producto & x 7. (Véase la figura 0.4.)

Triple producto escalar

Definicién 0.12. Dados los vectores &,7, ¢ en R? se define su triple pro-
ducto escalar, también llamado producto mixto, como el nimero real
denotado por (&,7,() y dado por

(&n,¢) = {€xn, Q).

Proposicién 0.13 (Propiedades del triple producto escalar). Dados los

vectores € = (€1,62,6%),m = (', m?) y ¢ = (C',¢%,3) en R, se tiene
que
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Figura 0.4: Orientacién positiva.

. El triple producto escalar de £,m y ¢ se calcula mediante el determi-

nante formado por las coordenadas de los vectores correspondientes:

¢ g
EnQ=|nt n*
¢ ¢

. El triple producto escalar no cambia si se hacen permutaciones circu-

lares; es decir,

(&n,0) = (¢, &n) = (1,¢,8).

. FEl triple producto escalar es anticonmutativo al transponer dos vec-

tores. Por ejemplo,

(67 n, C) = —(777 57 C)

. (§&,m,¢) = 0 si y sdlo si los tres vectores y el origen estdn contenidos

en un mismo plano.

. El volumen V del paralelepipedo generado sobre los vectores £,m y

se calcula mediante la igualdad

V=1(&n.Q)l
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0.4 Topologia

Podemos utilizar los conceptos geométricos (como la norma, la distancia,
los dngulos, entre otros) para definir ciertos subconjuntos distinguidos en el
plano y el espacio. De nuevo, enunciaremos las definiciones para el caso de
R3, pero el lector podra establecer con facilidad las definiciones correspon-
dientes en el plano.

Definicién 0.14. Sean p € R3 y A C R3.

a. Una bola con centro en el punto p € R? y radio € > 0, denotada
B(p,€), es el conjunto de puntos en R?® cuya distancia a p es menor
que €; en simbolos,

B(p.e) ={q€R®|d(p,q) <€}

b. p es un punto interior de A si y sélo si existe un nimero positivo
e > 0 tal que B(p,e) C A.

c. p es un punto frontera de A si y sélo si para cualquier niimero
positivo € > 0 existe un punto ¢ € AN B(p,¢) y un punto r € (R3\
A)N B(p,e).

A continuacion definimos las clases de conjuntos mas importantes desde
el punto de vista del calculo.

Definicién 0.15. Sean A, Q, A subconjuntos de R3.

a. Un conjunto Q C R? es abierto si y sélo si para cada punto p €
existe un nidmero positivo € > 0 tal que B(p,e) C Q.

b. Un conjunto A C R? es cerrado si su complemento Q = R3\ A es
abierto.

c. La cerradura de A, denotada A, es el conjunto formado por la unién

de A con el conjunto de sus puntos frontera.

Usaremos esta definicién para dar una nueva e importante clase de con-
juntos.
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Definicién 0.16. Sean A, B,Q, A C R3. Entonces:

a. A es disconexo si y sélo si existe un par de conjuntos abiertos €21, 29,
ajenos y no vacios, tales que AN #3, ANQe#Ty AC QU

b. B es conexo si y s6lo si no es disconexo.
Q i6 R3 si 5lo si junto abiert
c. () es una region en R” si y s6lo si es un conjunto abierto conexo.

d. A es una regién con frontera en R? si y sélo si A es la cerradura de
una region 2.

De la terminologia del célculo avanzado, podemos decir que una regién
es un conjunto abierto de una sola pieza. (Véase la figura 0.5.)

MY

Ht

8y

Figura 0.5: Regiones en R? y R2.

Ejemplo 0.17. Considérese cualquier funcion F : R? — R continua. En-
tonces, dado un valor A € R, el conjunto

F_l(_oo’)‘) = {(J:,y,z) € Rg‘ F(x,y,z) < )‘}
es un conjunto abierto, mientras que su cerradura
FH (=00, Al = {(2,9,2) € R*| F(z,y,2) <A}

es un conjunto cerrado. FEl lector puede verificar esto en forma directa a
partir de la definicion.
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Para ilustrar esto, sea F : R3 — R la funcion con regla de corres-
pondencia F(x,y,2) = x> +y*> + 22. Ya que F es una funcién continua, se
tiene que la bola unitaria

FH(=00,1) = {(2,y,2) | 2* +y* +2° < 1}

es una region de R®. (Véase la figura 0.5a.)
En forma andloga, la bola cerrada

F (=00, 1] = {(z,y,2) | #* +y* + 22 < 1}
es una region con frontera. >

Ejemplo 0.18. Consideremos el semiplano superior de R?,
H ={(z,y) eR*| y>0}.

Este conjunto es abierto en R?; puede expresarse como F~1(0,00), donde
F es la funcion continua F(z,y) =y. (Véase la figura 0.5b.) Su cerradura

Hf ={(z,y) eR*| y >0}
es una region con frontera. >

A continuacion definimos los conceptos topolégicos correspondientes a
un subconjunto arbitrario de R3.

Definicién 0.19. Sean A un subconjunto arbitrario de R? y p un punto de
A. Entonces

a. Un conjunto abierto (relativo) en A es un conjunto que puede
expresarse como la interseccién de A con un conjunto abierto en R3.

b. Una vecindad (relativa) de p en A es un conjunto abierto (relativo)
en A que contiene a p.

Por lo general omitiremos el adjetivo “relativo”, cuando esto no se preste
a confusiones.
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Ejemplo 0.20. Sea R > 0 un nimero real. El conjunto
S%{ = {(ffay,z) S RS : :L‘2+y2 +Z2 — RQ}

es la esfera de radio R y centro en el origen de coordenadas. Si R = 1,
decimos que la esfera es unitaria y la denotaremos simplemente como S?.

Al tomar el conjunto abierto Q) consistente de los puntos en el espacio
que no estdn contenidos en el semieje positivo z, se sigue que

U=QnSs%

es una vecindad para cualguier punto p € S% \ {(0,0, R)}. >

0.5 Calculo diferencial

Supondremos que el lector estd familizarizado con los conceptos del cdlculo
diferencial en R™, de modo que en esta seccién sélo fijaremos la terminologia
v la notacién correspondientes al célculo.

Si una regién Q tiene coordenadas (z!, 22, 23) con respecto de la base
candnica {e1, ez, e3} y las funciones coordenadas de una transformacién f :
Q) — R3 son (fi1, f2, f3), entonces la derivada parcial (de primer orden)
de f; con respecto de 27, i,j = 1,2,3, denotada por df;/0x’, ests dada por

ofi filp +te;) — fi(p)

oxd (p) = %gr(l) t '

Suponiendo que estas derivadas parciales existen en una region ), podemos
considerar las derivadas parciales de segundo orden

% f; .
Wv Y’a]ak:17273'

Si éstas existen, podemos considerar las derivadas parciales de orden 3,
etcétera.

Definicién 0.21. Sea f : Q — R? una transformacién definida en una
regién  C R3. Entonces

a. fesdeclase C” en p € Qsiy sélosi f es continua en p.
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b. Sir € N, decimos que f es de clase C" en p si y sélo si existen todas
las derivadas parciales de orden menor o igual a r en p, y ademads éstas
son continuas en p.

c. f es diferenciable o de clase C'*° en p si y sélo si f es de clase C"
en p para toda r € N.

Observacion. En toda esta obra utilizaremos la palabra diferenciable como
sinénimo de C*. Esta es una practica comun en geometria, ahorrando asi
las discusiones sobre la clase de diferenciabilidad necesaria para uno u otro
resultado.

Ahora extenderemos las definiciones anteriores al caso de subconjuntos
arbitrarios de R3. Utilizaremos las siguientes definiciones con frecuencia en
el resto de esta obra.

Definicién 0.22. Sean A un subconjunto arbitrario de R3, p € A, f: A —
R? una transformacién definida en A y r € {0} UNU {oc}. Entonces:

a. f es de clase C” en p si y sélo si existe una vecindad V de p en R3
y una transformacién F : V — R3 de clase C" en p tal que

F(q) = f(q) paratodoqge VN A.

En este caso, decimos que F' es una extension de f de la clase co-
rrespondiente.

b. f es de clase C" en A si y sélo si f es de clase C" en p para todo
p e A

Ejemplo 0.23. Sea A cualquier subconjunto de R® y consideremos la trans-
formacion de proyeccion de A sobre el plano xy, dada por mwa(x,y,z) =
(z,y). Entonces ésta es una transformacion diferenciable en cualquier punto
p de A, pues la proyeccion 7 : R? — R? es una extension diferenciable de
74 al abierto V = R3. >

Las transformaciones que damos a continuacién permiten definir clases
de equivalencia entre los subconjuntos del espacio.

Definicién 0.24. Sea f : A — R? definida en un subconjunto A C R3.
Entonces:
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a. f es un homeomorfismo si y sélo si f es invertible y tanto f como
f~! son continuas.

b. Sear € NU{oo}. f es un difeomorfismo de clase C" si y sélo si f
es invertible y tanto f como f~! son de clase C".

Si existe un difeomorfismo (homeomorfismo) de A sobre B, diremos que
Ay B son conjuntos difeomorfos (homeomorfos). Es ficil ver que la
relacién “A es difeomorfo (homeomorfo) a B” es una relacién de equivalencia
entre subconjuntos de R3.

Definicién 0.25. Sea 7 € {0} UNU {co}. Una transformacién f : A — R3
definida en un subconjunto A C R? es un difeomorfismo local de clase
C" siy sblo si para cada punto p € A existe una vecindad (relativa) A’ de
pen A tal que f|A’ es un difeomorfismo de clase C".

0.6 Funcién inversa y funcion implicita

Los resultados del cédlculo diferencial que seran nuestra herramienta fun-
damental son los teoremas de la funcién inversa y de la funcién implicita,
que enunciamos a continuacién. Aunque estos teoremas son vélidos en un
contexto mas general, los enunciaremos de una manera particular que nos
serd de utilidad més adelante. El lector interesado en profundizar en estos
temas es referido a [2] o [8].

Teorema 0.26 (De la funcién inversa). Sea f : Q — R3 una transformacion
de clase C' definida en una region Q C R3 y sea p € Q un punto con la
propiedad de que la matriz derivada

Ofi
formada por las derivadas parciales evaluadas en p, es invertible. Entonces
existe una region ' C Q que contiene a p tal que
F19 5 = F()

es invertible. Ademds, f~' es de clase C' y la matriz derivada de f~' en
f(p) es la inversa de la matriz anterior, es decir,

D(f™ Yy = (Dfp) .
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Asi, la conclusién del teorema 0.26 se puede parafrasear diciendo que
fI€Y es un difeomorfismo (de clase C1).

Corolario 0.27. Sea f : Q — R? una transformacion de clase C' definida
en ) tal que la matriz derivada D f,, es invertible para cada p € Q). Entonces
f es un difeomorfismo local de clase C*.

El segundo resultado que tomaremos del célculo es el siguiente.

Teorema 0.28 (De la funcién implicita). Sea F' : V — R una funcion de
clase C* definida en una region V.C R3, p = (w0, yo, 20) un punto en V y
F(p) = a. Supongamos que

%Z(p) #0

Bajo estas condiciones, evisten una vecindad Q0 de (xq,y0) en R? y una
funcion f : Q — R tales que (x,y,z) estd en VN F~1(a) si y sélo si z =
f(z,y).

0.7 Sistemas de coordenadas

En muchas ocasiones, el sistema de coordenadas cartesianas no es adecuado
para describir ciertos objetos geométricos en R? o R3, pues las ecuaciones
o férmulas correspondientes pueden ser complejas o incluso inmanejables.
Por eso, es preciso utilizar otras coordenadas que describan tales objetos
con férmulas mas simples. Por supuesto, si se van a utilizar coordenadas
distintas a las cartesianas, justo es que se establezca una relaciéon entre
ambas, es decir, una manera de traducir unas coordenadas en otras. Por lo
general, esta relacién no puede establecerse para todos los puntos de R? o
R3, sino sélo en ciertas regiones de éstos.

Ejemplo 0.29 (Coordenadas polares). Consideremos en el plano R? el
sistema de coordenadas cartesianas (x,y). Introducimos un nuevo sistema
de coordenadas (r,$), donde r > 0 y ¢ € (0,27). La relacion entre los
sistemas de coordenadas es

T = Trcoso,
Yy = rsenao.

(0.1)
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Recordemos que el sistema de coordenadas polares tiene algunos proble-
mas. En primer lugar, no todos los puntos de R? tienen asociado un par
de coordenadas polares. Como se ve en el sistema (0.1), no hemos definido
las coordenadas polares de los puntos en la parte positiva del eje x. FEn
sequndo lugar, si permitimos que ¢ asuma valores arbitrarios, entonces un
punto tendrd mds de un par de coordenadas; por ejemplo, r = 1,¢ = w/2
yr=1,¢ = 51/2 describen a un mismo punto. Mas adelante daremos un
criterio general para determinar cudndo tenemos un sistema de coordenadas
“adecuado”, es decir, cudndo existe una correspondencia biunivoca entre los
puntos de una region del plano y sus coordenadas correspondientes. >

Ejemplo 0.30 (Coordenadas cilindricas). Considérese en R3 el sistema de
coordenadas cartesianas (x,y,z) e introdizcase el sistema nuevo dado por
la tripleta (r, ¢, z) donde r, ¢ son las coordenadas del ejemplo anterior y z
es la tercera coordenada cartesiana; esto es, las ecuaciones

T=rcos¢, y=rsenp, z=2z
definen al sistema de coordenadas cilindricas. >

Ahora analizaremos el problema de la asignacién de coordenadas desde
un punto de vista més general.

Definicién 0.31. Sean r» € {0} UNU {oo} y (u!,u? u?) un sistema de
coordenadas definido en una regién  C R3. Un cambio de sistema de
coordenadas en 2 de clase C", o bien un cambio de coordenadas de
clase C", es un difeomorfismo ¢ : Q@ — (2) C R3 de clase C”, de modo

que las coordenadas (z!, 2%, 23) en ¢(Q) estan dadas por

o=zt (ut,u?ud), i=1,2,3. (0.2)

Ejemplo 0.32. Consideremos un cambio lineal de coordenadas en Q = R3.
Con respecto de la base candnica de R3, este cambio tiene asociada una
matriz A = (a}) de 3 X 3 con entradas reales. El cambio ¢ se escribe como

T al a} ai ul

y | =1 & &} d} u?
3 .3 .3 3

z ai a3 a3 u
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La existencia de una transformacion (lineal) inversa estd sujeta a la
wnvertibilidad de la matriz a’. Para ello, es necesario y suficiente que su
determinante sea no nulo:

det A = det(az) # 0.

En tal caso, existe una matriz B = (b,jc) tal que AB = BA = I; es decir,
B = A"'. La condicién AB = I se puede escribir como

3. '
Z ajby, = oy,
j=1
donde &} es la delta de Kronecker definida por

5 — 1, parat=k,
71 0, parai# k.

Esta discusidén caracteriza a los cambios lineales de coordenadas en R3.
>
Ejemplo 0.33. Considérese la transformacion lineal L : R? — R3 dada por
(u*,u?,ud) = L(z,y,2) = 3z + 2y + 22, x + 3y + 2z, bz + 3y + 42).

La matriz asociada a tal transformacion L en base candnica es

3 2 2
A=11 3 1
5 3 4

Un cdlculo simple muestra que det A =5, lo que nos asegura la inverti-
bilidad de L. Otro cdlculo directo nos muestra que

o 9 —2 —4
B=4"t = 1 2 -1 |,
~12 1 7

de modo que las igualdades

r = % (9u1 — 2% — 4u3) ,
Yy = %(ul—l—ZuQ—u?’),

1
z = 5 (712u1 +u?+ 7u3) .
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definen a la transformacion L~". >

El teorema de la funcién inversa 0.26 nos permite generalizar el criterio
de invertibilidad de una transformacién lineal L : R? — R3 dado por det A #
0 al caso de una transformacién arbitraria definida en una regién Q C R3.

Definicién 0.34. Sea ¢ : Q — ¢(Q2) el cambio de coordenadas dado por
las ecuaciones (0.2). El punto p € Q es un punto regular de ¢ si y sélo si

la matriz derivada 4
ox’
Dy = <-(p)>
P oul i,j=1,2,3

es invertible. En este caso, el punto ¢ = ¢(p) se llamara valor regular de
®.

La matriz Dy, es la matriz jacobiana de ¢ en el punto p y es la parte
lineal de ¢. El determinante de esta matriz, que se denota por

Ilfl ZE2 133
J(p) = M(p),

se llama el jacobiano de Dy,.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del teorema de la
funcién inversa 0.26 y nos asegura la invertibilidad local de un cambio de
coordenadas alrededor de un punto regular.

Teorema 0.35. Si p es un punto reqular para el cambio de coordenadas
(1,22, 2%) = p(ul,u?,u?), entonces en una vecindad de p en Q se puede
definir una transformacion inversa ¢! (z', 2%, 23) = (u',u?, u3). Mds ain,
si B = (b]) es la matriz jacobiana de la transformacion ©~1, entonces se
cumple la formula matricial AB = 1.

En otras palabras, la invertibilidad de la parte lineal de ¢ implica la
invertibilidad local de . Esto es, define un cambio de coordenadas en
forma local.

A continuacién damos ejemplos de cambios de coordenadas en el plano
R? y en el espacio R3. Se hard uso del teorema 0.35 en cada uno de ellos.
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Ejemplo 0.36 (Coordenadas polares). Recordemos que la relacion entre
las coordenadas cartesianas (x,y) y las coordenadas polares (r, @) es

X = T COS ¢,
o+

Y = rsen .

Dado un punto py = (ro, ¢o), verificaremos la condicion del teorema 0.35
para la invertibilidad local. Para esto calcularemos la matriz jacobiana de

Y en p:
% 3% cos ¢y —rpsen ¢g
A= o )o=( )

% 5 sen ¢ 70 COS g

El determinante de esta matriz es

cos ¢g —rgsen ¢g

det A =
© sen ¢q 70 COS g

= r0(0082¢0 + sen? ®0) = ro,

con lo que det A # 0 en R™ x (0,27), de modo que ¢ es invertible en forma

local. Un cambio inverso de coordenadas locales o~ estd dado por

r=+z2+y? ¢ =arctan(y/x).

La figura 0.6 ilustra al sistema de coordenadas polares. >

(r,¢)

r

\(b

IS

Figura 0.6: Coordenadas polares en R2.

Ejemplo 0.37 (Coordenadas cilindricas). La relacién entre las coordenadas
cartesianas (z,y,z) y las coordenadas cilindricas es

r=rcos¢, y=rseno, 2z==z.
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La matriz jacobiana del cambio de coordenadas es

cos¢p —rsen¢g 0
sen ¢ rcos¢p O
0 0 1

con determinante
cos¢p —rsen¢g 0
detA=|sen¢p rcos¢ 0 |=
0 0 1

cos¢ —rsen¢g |
seng  rcoso ’

que es diferente de cero si v > 0. FEste conjunto corresponde a todo el
espacio, con excepcion del eje z. Una funcion inversa local estd dada por

r=+2z2+y? ¢ =arctan(y/z), 2=z,

definida cuando © # 0. Como ¢ € (0,27), entonces se tiene un cambio
de coordenadas (x,y,z) por (r,¢,z), y viceversa, sélo cuando el punto es
tomado en alguno de los octantes (sin contener los planos coordenados de
R3). La figura 0.7 ilustra este ejemplo. >

X

/7 =3

iﬂ/g\‘

Figura 0.7: Coordenadas cilindricas.

Ejemplo 0.38 (Coordenadas esféricas). Como dltimo ejemplo, considere
las coordenadas cartesianas (x,y,2) en R® y las nuevas coordenadas (v, ¢,0)
en R? dadas por las ecuaciones

r=rcos¢senf, y=rsen¢senf, z=rcosb,
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donder >0,0<0 <7 y0<y<2r. La matriz jacobiana para cada punto
(r,¢,0) € R? es

cospsenf rcos¢cosf —rsen@send
A= sen¢gsend rsen¢gcosf rcos¢psentd ,
cosd —rsenf 0

cuyo determinante es det A = r?sen6. De esta forma, det A = 0 si y sdlo
siT=0 o bien § =0, .

De nuevo, esto define un cambio de coordenadas en una region del es-
pacio que omite al eje z. FEl sistema se conoce como las coordenadas
co-geograficas esféricas. La figura 0.8 ilustra este ejemplo. >

\-7\\
¢
Figura 0.8: Coordenadas co-geograficas esféricas.

0.8 Puntos y vectores

El lector perspicaz habra notado que en este capitulo hemos utilizado dos
notaciones distintas al referirnos a los elementos de R®. En algunos casos
usamos la notacion p, ¢ para los que llamamos puntos del espacio, mientras
que en otros usamos las letras &, 7, (, v, w al referirnos a los vectores. Esta
diferencia es sutil en R3, pero serd fundamental al estudiar las curvas y las
superficies.

Por el momento, podemos distinguir entre un punto de R3 y un vec-
tor anclado en el punto. Pensando de esta forma, el conjunto de vectores
anclados en p serd el espacio tangente a R3 en el punto mencionado.
Denotaremos este conjunto por T,R3. (Véase la figura 0.9.)
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€3
T,R3

0
: Y &1
T

Figura 0.9: Espacio tangente a R? en p.

Maés adelante serd conveniente pensar a un vector & € TpR?’ como el
vector tangente a una curva; es decir,

LR ={¢=06(0)[8: (~e.¢) = R, 5(0) =p}.

El espacio tangente T, pR2 a R? en un punto p € R? se define de manera
analoga.

0.9

1.

Ejercicios
Demuestre la proposicién 0.2.
Demuestre la proposicion 0.4.
Demuestre la proposicién 0.6.

Demuestre que el drea de un paralelogramo en R? generado por los
vectores (uj,uz) y (v1,v2) se puede calcular como el valor absoluto del

determinante
Uy U

v V2

. Demuestre la proposicién 0.11.

Dados los vectores ¢ = (1,2,—1), n = (—-1,0,1) y ¢ = (0,-1,3),
calcule



7.

8.
9.

10.

11.

12.

13.
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n) —2(n,¢).

(€
b) La proyeccion de & en 7.
L

(a)
(b)
()
)
)

a proyeccién de 7 en (.
(d) (€ x (nx¢)+(¢x(nxg)).
(€) (&n Q)+ (¢, & m)

Sean &, 7, ¢ vectores arbitrarios. Demuestre que
Ex(nx¢)=(On— (&

Demuestre la proposicion 0.13.

Sean f,g:R"™ — R funciones continuas. Demuestre que

{zeR"|f(x) <g(z)}

es un conjunto abierto y que

{zeR"|f(z)<g(x)} v {zeR"|f(z)=yg()}
son conjuntos cerrados.

Es cierto que la intersecciéon de conjuntos conexos es conexa? En
caso afirmativo, demuéstrelo. En caso negativo, establezca condiciones
adicionales para que se cumpla la afirmacion. Conteste las cuestiones
similares para el caso de la uniéon de conjuntos conexos.

Defina la relacién “A es localmente difeomorfo a B” y demuestre que
es una relacion de equivalencia.

Demuestre que una funcién f : R — R que satisface las hipdtesis del
teorema de la funcién inversa 0.26 tiene de hecho una inversa global.
En contraste, muestre una transformacién f : R? — R? que satisfaga
las hipétesis del teorema en todo R? pero que sélo sea invertible lo-
calmente.

;Cuales de las siguientes transformaciones dan lugar a cambios de
coordenadas? Indique los tipos de regiones donde se cumple la inver-
tibilidad y calcule una inversa local.
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(a) f(z,y) = (y+senz, z+ 3seny).

(b) fz,y) = (2 —y* 2y).

(¢) f(z,y,2) = (x+y+2z 22 —y? 22+ 22 —y).
(d) f(z,y,2) = (2% + y? + 22, arctan(y/x), 2).

14. Dado un sistema de coordenadas (u',u?, u®) en R3, las curvas coor-

denadas se obtienen al fijar dos coordenadas u’ = constante y variar
la tercera. Dibuje algunas curvas coordenadas correspondientes a las
coordenadas (a) cilindricas en R3 y (b) esféricas en R3.

15. Considere el conjunto de todas las curvas « : (—¢, €) — R? derivables
tales que a(0) = (0,0,0) y defina la siguiente relacién: a; ~ ag siy
sélo si o/ (0) = a4(0). Demuestre que ~ es una relacién de equivalencia
y describa las clases de equivalencia bajo esta relacién.



CapiTuLO 1
Curvas en R? y en R’

En este capitulo estudiamos las propiedades de las curvas planas y es-
paciales, que son los objetos basicos de estudio de la geometria diferencial.

1.1 Curvas derivables

Recordemos que una curva en R? es una aplicacién v : (a,b) — R3. Si las
coordenadas de R? son x!, 22, 23, entonces v(t) = (z'(t), 2(t), 23(t)), donde
t € (a,b).

A la imagen de (a,b) bajo v le llamaremos la curva imagen o traza

de la funcion .

Definicién 1.1. Se dice que la curva v : (a,b) — R? es derivable en el
punto ty € (a,b) siy sélo si existe el limite vectorial

t) — (T
o 70 = 30)
t—to t—to
o bien, en coordenadas,

(xl(t) —al(tg) 2%(t) —22(to) 23(t) — m?’(to)) '

t—to ’ t —t ’ t—to

lim
t—to

En tal caso, el limite se denota como

y se llamara la derivada de v en el punto tg.

27
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Podemos pensar al vector 4(tg) como el vector velocidad de v en el
punto y(tp), si el pardmetro ¢ se interpreta como el tiempo asociado a una
curva fisica.

Como el limite que define a 4(tg) depende de la existencia de cada uno
de los limites

' (t) — 2" (to)

,=1,2
it t—to y b ’ 73a

entonces es claro que v es derivable en tq si y s6lo si cada x? es derivable en
to. Esto es, si para cada ¢ = 1,2, 3 existe el limite anterior, denotado por
#%(tg). Si 7 es derivable en cada punto ¢ del intervalo (a,b), se dird que
es una curva derivable.

Figura 1.1: Curvas imagen de funciones vectoriales.

Ejemplo 1.2. Sea v : R — R? la curva dada por
v(t) = (Rcost, Rsent), R > 0.
La imagen de v es una circunferencia S}% de radio R con centro en el origen

del plano R2. (Véase la figura 1.1a.) Su derivada estd dada por %(t) =
(—Rsent, Rcost). >
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Ejemplo 1.3. Considere la funcion vectorial
~v(t) = (cost,sent,t), teR.

La traza de vy es una hélice de paso 27, contenida en el cilindro x> +y?> =1
del espacio R®. (Véase la figura 1.1b.) Su derivada estd dada por (t) =
(—sent,cost,1). >

En el siguiente resultado resumimos algunas propiedades de la derivada,
traducidas al contexto de las curvas. Omitiremos la prueba por ser un
célculo directo.

Lema 1.4. Sean v1,%2,73 : (a,b) — R3 curvas derivables. Se cumplen las
siguientes propiedades (omitimos la evaluacion en t):

a. Linealidad: Si \, pu € R, entonces

d d
(i 71 a2

d
— (A
(M1 + pye) = dt dt

dt

b. Formula de Leibniz. Si f : (a,b) — R es una funcion derivable,
entonces

d )\ d
ar A = g HAE

c. Formula de Leibniz para el producto escalar:

d dy dya
dt<71’72> < dt ; ’72> + <’717 dt >

d. Foérmula de Leibniz para el producto cruz :

d _(dm dy2
@(’h X y2) = (dt X 72) - <’h X dt)

e. Formula de Leibniz para el triple producto escalar:

4 )= (D b, 22 ) by
dt 172,73 dtﬁz,% 1, dt’% 71572, at |-
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Ejemplo 1.5. Sean v1 y v2 las curvas dadas por
! (t) = (COS t,sent, 27Tt) y 72 (t) = (4t27 2t, _t)a

definidas para todo t € R. Por el lema 1.4 se obtiene que
d

%<71a’72> = ((—sen t,cost, 27T)? (4t272t> _t)>
+ ((cost,sent,2mt), (8¢,2,—1))
= —4t%sent + 2tcost — 2t + 8t cost + 2sent — 2t
= (2 —4t%)sent + 10t cost — 4nt.
Ademas,

el e2 €3 €1 €2 es3
%(71 X y9) = —sent cost 2w |+ | cost sent 2wt
42 2t —t 8t 2 -1

= (—tcost —4nt, —tsent + 87t?, —2tsent — 4t cost)
+ (—sent — 4rt,cost + 167t 2 cost — Stsent),

de modo que al simplificar tenemos que
(—tcost —sent — 87t,cost — tsent + 24mt?, —4t% cost — 10t sent + 2 cost)

es la expresion para la derivada en cuestion. >

1.2 Curvas regulares

Definicién 1.6. Una curva v : (a,b) — R? es regular si y sélo si v es de
clase C' y 4(t) # 0 para todo t € (a,b).

Las dos curvas mencionadas en los ejemplos 1.2 y 1.3 son regulares, como
lo muestran las reglas de correspondencia de sus derivadas respectivas.

Ejemplo 1.7. La curva cispide estd definida por

() = (£, 82).
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La derivada de v en cualquier t € R es
() = (362, 2¢),

lo que nos dice que ¥(t) = 0 cuando t = 0. FEsto es, el vector velocidad 7§ se
anula en t = 0 y por tanto esta curva no es reqular. (Véase la figura 1.2.)
>

Damos a continuacién ejemplos de curvas planas que tienden asintéti-
camente a ciertos subconjuntos de R?.

Ejemplo 1.8. Sea v : (7,00) — R? la curva plana definida por

- (22,2,

t t

Podemos pensar que la curva (cost,sent) estd deformada por la funcion
escalar A\(t) = 1/t, de modo que la imagen de v es una espiral plana que
parte de y(w) = (—1/7,0) y que tiende al punto (0,0) cuando t — oo,
girando en sentido contrario a las manecillas del reloj, como se muestra en
la figura 1.3a.

(t%,1%)

|Y

Figura 1.2: Curva imagen de la cuspide.
La derivada de ~v estd dada por

. 1

A(t) = —t—2(tsent + cost,sent — tcost).

Podemos observar que la derivada es continua y no se anula en ningun
punto de su dominio t € (w,00). Esto hace de v una curva regular. >
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+m
(M w) T (cost,sent)
t 0t

RN, e N
N\

|V

Figura 1.3: Espirales.

Ejemplo 1.9. Sea v : (m,00) — R? la curva dada por
t t
~y(t) = <—it_7r cost, Rkl sent)

De manera similar al ejemplo anterior podemos ver que la imagen de
v en R? es una curva espiral que inicia en el punto y(m) = (—2,0) y que
tiende en forma asintotica a la circunferencia de radio 1 con centro en el
origen. FEsto se debe a que v se puede escribir como

~v(t) = u(t) (cost,sent),

donde p(t) = (t + )/t es una funcion que tiende a 1 cuando el pardmetro
t tiende a co. La derivada

. T
A(t) = —?(tsent—kcost,sent — tcost)

es continua y distinta de cero para todo t € (w,00), lo que hace de v una
curva reqular. La figura 1.3b ilustra esta curva plana. >

Observacién. En ciertos casos conviene extender el concepto de curva
regular al caso en que 7y esté definida en un intervalo cerrado [a,b]. Para
ello, supondremos ademas que existen las derivadas laterales

R (U 10}

t—at t—a t—b— b —t
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Asi, dada una curva regular v : J — I', para cada t € J definimos el
vector tangente a la curva en 7(t) como el vector #(t) para los puntos
interiores del dominio; y definimos el vector tangente a « en los extremos a
y b mediante los limites laterales ya mencionados 4 (a) y y—(b). (Véase la
figura 1.4.)

L
—
a

AL

Figura 1.4: Vector tangente a una curva.

1.3 Curvas regulares parametrizadas

En las secciones anteriores hemos analizado a las curvas como aplicaciones
del tipo v : J — R3, donde J es un intervalo (abierto o cerrado). Sin em-
bargo, a veces es conveniente estudiar a las curvas como subconjuntos de R3.
Para este caso, podemos plantear el concepto de curva regular parametri-
zada. Desde un punto de vista intuitivo, una curva regular parametrizada
serd un subconjunto de R3 que “localmente” es una curva regular.

Definicién 1.10. Una curva regular parametrizada I' en R? es un
subconjunto de R? tal que para todo punto p € I' existe un intervalo J =
(—€,€), € > 0, y una curva regular v : J — I tal que v(0) = py v :
J — ~(J) es un difeomorfismo de J con una vecindad (relativa) de p en T'.
(Véase figura 1.5.) La pareja (v, J) es una parametrizacién (local) de I'
alrededor del punto p.
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Figura 1.5: Curva regular parametrizada.

En las coordenadas (z!,z2,23) del espacio, la curva I' estd dada lo-

calmente por y(t) = (x(t),22(t),z3(t)), t € J, donde las coordenadas son
funciones reales de clase C! definidas en el intervalo J = (—¢, €) que contiene
at=0.

Ejemplo 1.11. Sea I' la elipse en el plano con semieje mayor a > 0 y
semieje menor b, definida por la ecuacion

2 2
¥+%:L
Para parametrizar a T deformamos la circunferencia unitaria x> 4+y? = 1
parametrizada por t — (cost, sent), usando un escalar a en la primera
coordenada y un escalar b en la sequnda coordenada. Esto es, v(t) =
(a cost,bsent), donde t € R, es una parametrizacion local de la elipse

I'. El vector tangente a v en el punto y(t) € I' estd dado por

A(t) = (—asent,bcost).
Como 4(t) # 0, entonces T' es una curva reqular. >
Ejemplo 1.12. Considérese la curva plana v : R — R? dada por

y(t) =t —t, t2 —1).

La figura 1.6 muestra la imagen de v. Observe que vy es reqular, pero no
es inyectiva, pues su imagen tiene una autointerseccion en y(1) = y(—1) =

(0,0).
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Figura 1.6: Curva plana que se autointerseca.

En este punto se tienen dos vectores tangentes,

Y1) =(2,2), v A(=1)=(2,-2).

La imagen de v no es una curva reqular parametrizada, pues ninguna vecin-
dad (relativa) de (0,0) puede ser difeomorfa a un intervalo. (;Por qué?)
>

Observacion. Supongamos que I' es una curva regular parametrizada en
el sentido de la definicién anterior. No es dificil mostrar que si I' es conexa,
entonces es posible introducir una parametrizacién global, es decir, es posi-
ble considerar a I" como la imagen de una sola parametrizacién v : J — T.
(Ver apéndice 2 de [6].) En este sentido y para facilitar nuestra exposicion,
en lo sucesivo sélo analizaremos curvas regulares parametrizadas conexas.

1.4 Longitud de arco y angulo entre curvas

Ahora definiremos los conceptos de longitud de arco de una curva y de
angulo entre curvas, conceptos heredados de manera directa de los resultados
bésicos del calculo.

Definicién 1.13. Sea I' C R? una curva regular conexa, parametrizada por
7 : [a,b] — I'. La longitud de I' C R? se define por

/ V@, A0 dt = / 58],
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donde () es el vector tangente a la curva I' en el punto ~(¢).

Ejemplo 1.14. Sea S} la circunferencia de radio R con centro en (0,0)
en el plano R?, parametrizada por v(t) = (Rcost, Rsent), con t € [0, 27].
La longitud de S}{ es

2
(Sk) = /0 V R?sen?t + R2 cos? t dt

2m 21
= V/R2(sen2t + cos? t)dt = R dt = 27R,
0 0

como era de esperar. >

Ejemplo 1.15. Sea I' C R3 la hélice contenida en el cilindro de radio
4 y paso h = 4w, parametrizada por y(t) = (4cost,4dsent,2t). El vector
tangente es y(t) = (—4sent,4cost,2) y se tiene que

17 (@))? = &% + 9% + 2% = 16sen?t 4 16 cos® t + 4 = 20.

Por lo tanto,
27 2m
o= [T = [ vava = 2vaon
0 0

es la longitud de la hélice desde el punto (1,0,0) hasta el primer paso
(1,0,2m). >

Definicién 1.16. Dada una curva regular I parametrizada por 7 : [a, b] —
I', supongamos que su parametro ¢t se puede expresar como una funcién
diferenciable t = t(u), donde ¢ : [c,d] — [a,b] y 4 2 0 en todo el intervalo
[c,d]. La composiciéon ¥ =y ot : [c,d] — I' es una reparametrizacién de
la curva I'. Se dice también que ¢ = ¢(u) es un cambio de coordenadas para
I.

El siguiente resultado nos asegura la independencia de la longitud de
una curva respecto a cualquier parametrizacion. Esto es, la definicion de
longitud no depende de la parametrizacién escogida de la curva.

Lema 1.17. Sea I' una curva regular, parametrizada por

v la,b] = T,
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donde v = (t), t € [a,b]. Si 7 :[c,d] = T es una reparametrizacion local
de la forma 5 = yot cont = t(u), entonces las longitudes calculadas con
respecto de las parametrizaciones respectivas son las mismas, es decir

/Hv ut(/n ),

donde el punto denota la derivada respecto de t y el apostrofe la derivada
respecto de u.

Demostracion. Siy(t) = (x'(t), z%(t), 23(t)) y t = t(u), entonces

de modo que el vector velocidad estd dado por
- dyt dy? dy?
"(u) = | =—, —, — <wu<d.
7 () <du’du’du  e=us
Ahora usamos la regla de la cadena para escribir

dy'  da' dt .
Yo =12
du dt du’ 23,

de modo que

7' ()]

Como dt/du # 0 para todo u, podemos suponer por el momento que dt/du >
0, de modo que

@l = 1

Por el teorema de cambio de variable se obtiene que

/‘ Mu—/!w \du—/Ww | dt .
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Si dt/du < 0, tenemos

I @l = ~ 1

y usando de nuevo el teorema de cambio de variable, observando que ahora
tle)=byt(d) =a

~ a
fz/ 17 () ldu = — /|w IS du =~ A|wwnﬁ=a

lo que concluye la demostracién. O

Sea I' una curva regular parametrizada por 7 : [a,b] — R3. Entonces,
para cada t € [a,b], la longitud ¢(t) desde el punto inicial y(a) hasta el

punto variable () es
t
- [ @lde.
a

dl .
o =I5l

lo que implica que

Si un pardmetro s mide por si mismo la longitud de y(a) hasta (s),
tenemos que £(s) = s y en consecuencia,

De manera reciproca, si una parametrizacion de I' satisface ||[¥(s)|| = 1,
entonces la longitud de la curva desde y(a) hasta y(s) es

S
:/ do=s—a,
a

lo que nos dice que, salvo una constante, s es el pardmetro que mide por si
mismo la longitud de arco de .

Definicién 1.18. Si el pardmetro s de una curva « cumple 4(s) = s, en-
tonces s se llama el parametro de longitud de arco para la curva 7.
También decimos que v estd parametrizada por longitud de arco.
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Observacion. Si una curva de longitud finita esta parametrizada por longi-
tud de arco, podemos suponer sin pérdida de generalidad que 7y esta definida
en un intervalo de la forma [0, L], siendo L la longitud total de la curva.

De la discusién anterior tenemos el siguiente resultado.

Lema 1.19. Sea v una curva parametrizada por longitud de arco s. En-
tonces la velocidad v(s) = (s) tiene rapidez constante: ||v(s)|| = 1 para
todo s € [0,L]. De manera reciproca, si |v(s)|| es constante e igual a 1,
entonces U(s) = s.

En lo que resta de la seccién, cada vez que una curva esté parametrizada
por la longitud de arco s = £(s), la derivada con respecto de este pardmetro
se denotard mediante un apdstrofe (').

Ejemplo 1.20. Sea I' una recta en R que pasa por el punto n con vector
director £. Entonces I' se puede parametrizar como ~(t) = t£ +n, de modo
que 7' = &; si la derivada debe satisfacer ||| = 1, basta escoger al vector
€ tal que ||€|| = 1. Esto es, para que una recta tenga parametrizacion por
longitud de arco, es suficiente que su vector director £ sea unitario. >

Ejemplo 1.21. Sea S}% la circunferencia de radio R con centro en (0,0) en
el plano R2. Para dar una parametrizacion por longitud de arco s = £(s),
tratamos de ajustar la frecuencia de la parametrizacion candnica mediante
un factor ¢ por determinar; es decir, sea

v(s) = (Rcos(¢s), Rsen(¢s)).

Ya que ' = —R¢sen¢s y y' = R cos ¢s, se tiene que |7/ (s)|| =1 si y sdlo
51

1= /()2 + (¥/)? = /R2¢?sen?(¢s) + R2¢% cos?(¢s) = R¢,

lo que implica que el factor buscado es ¢ = 1/R. De esta manera,

1(s) = (Reos () sen (3))

es la parametrizacion de S}z por longitud de arco. >

En general, es dificil determinar de forma explicita la parametrizacion
por longitud de arco de una curva I'. Sin embargo, supongamos que la
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curva admite una parametrizacién regular v : [a,b] — I'. Como la longitud
de v(a) hasta v(t), t € [a, b] estd dada por

ewz/mmwm

tenemos que

arl
= — |A(t
=l >0,

de modo que #(t) es una funcién creciente y por tanto con una inversa
t = t(s) diferenciable, con derivada

a1 1
ds —defdt [y

Podemos entonces considerar la reparametrizacién y(s) = y(t(s)). Por la
regla de la cadena, tenemos

& dydt 1

&~ atds oW

Puesto que la tltima expresién representa un vector unitario, tenemos que
~ es la reparametrizacién por longitud de arco. El problema general con-
siste en obtener una expresién para ¢(t) que permita determinar con cierta
facilidad la forma de la funcién t = ¢(s).

Ejemplo 1.22. Consideremos la curva reqular
v(t) = (e' cost,e' sent,et),

donde t € (—00,00).
Entonces la longitud de arco £(t) de tal curva, desde 0 hasta t, viene
dada por

o) = / (o) ldo = /0 V362 do = V3(e' — 1) = 5.

+1).

Al despejar t, se tiene

t =Inh(s), donde h(s)= <

Sk
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Por lo tanto, la misma curva parametrizada por longitud de arco queda
v(s) = h(s) (cosln h(s),senlnh(s), 1),
donde s € (—/3,0). >

Ahora definiremos el dngulo entre dos curvas. Consideremos dos curvas
regulares 'y y I'y parametrizadas por v; : [a,b] — R3 y v : [a,b] — R3,
respectivamente. Supdngase ademads que las curvas I'; y I's se intersecan en
el punto correspondiente a ty € [a, b]; esto es,

Y1(to) = 72(to)-

Si las expresiones de 71 y 2 en coordenadas son

) = (@), y1(t), 21(8) vy y2(t) = (w2(t), ya(t), 22(1)),

de modo que sus vectores tangentes en el punto comun vi(tg) = y2(to) son
A1 (to) v A2(to), es natural definir el dngulo entre esas curvas en v1(tg) =
v2(to) como el dngulo formado por sus vectores tangentes. Esto es, si tal
angulo es 0, entonces 6 satisface

(F1(t0), 72(to))

cos f = — . .
191 (o)l 172 (o) |

Ejemplo 1.23. Sean I'y y I's las curvas planas definidas por

’Yl(t) = (tvt2) y ’72(t) = (tat?))a

cont € [0,4]. Es claro que y1(1) = v2(1) = (1,1) es un punto de interseccion
de I'y y T'a. Entonces el dngulo formado en (1,1) por las curvas T'y y Ty es

poco mds de 8 grados. >
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1.5 Longitud de arco en coordenadas arbitrarias

En la seccién anterior calculamos la longitud de arco de varias curvas. Para
esto utilizamos la expresion de cada curva en coordenadas cartesianas. Sin
embargo, a veces es mas conveniente utilizar un sistema de coordenadas més
adecuado a la curva en cuestiéon. En esta seccién veremos céomo cambia la
expresion para la longitud de arco de una curva, al cambiar el sistema de
coordenadas. !

Sea 2 C R? una regién con coordenadas u', u?, u3. SeaI' una curva regu-
lar en Q, parametrizada por (t) = (u!(t),u?(t),u3(t)) y 2° = 2*(u', u?, u?)
un cambio de coordenadas. Entonces tenemos definida la composicién v por

() = (! (u(®)), 2°(u(t)), =°(u(t))

El vector v tangente a la curva (u'(t),u?(t),u?(t)) tiene una expresién
v, con respecto de las coordenadas u’ dada por

2

o du
’U;LL:E, 22172,3.
Ahora veremos cémo se transforma el vector v al expresarlo en las coorde-
nadas z!, 22, 23. Esto es, si v, denota a v con respecto de las coordenadas
x', queremos determinar la relacién de la expresién anterior con

p dF
x

v :W(u(t)) k=1,23.

Por ejemplo, la primera coordenada de v, se calcula, segin la regla de
la cadena, por

De manera anéloga, para k = 2,3 se tiene

p daF 5 0k du > gk i

e = M) = 2 50 g T 2
i=1 i=1

(%

'Esta seccién puede omitirse en una primera lectura.
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En notaciéon matricial, estas relaciones se escriben como
Vg = Avy,
donde A es la matriz del cambio de coordenadas,
ok
A= - ) .
ou’
De esta manera, si calculamos la norma de v, mediante la férmula eu-
clidiana, tenemos

3 3 3 2

oxk .

2 kN2 7
loal® = D2 (0k) —}_)(, au)

k=1 k=1 \i=1
3 3 3 3
. Z <3mk 8:1: ij . Z al’k al’k i
- ut Oud uu | T ui ’LLj u-u
k=1 i,j=1 ou 9 i,j=1 \k=1 out 0
3
= Y g,
i,j=1
donde se ha introducido la expresién
3
B oxF Ox*
& out Oul

k=1
Escribimos lo anterior en notacién matricial como sigue:
[v2]|? = (Vg, v2) = (Avy, Avy) = (Avy)T (Avy) = vl (AT A)w,,.

Es decir, la matriz G = (g;j) corresponde al producto G = AT A.
Podemos denotar la dltima expresiéon como el producto (vy,v,)e definido
por G.

Ejemplo 1.24. Considérese el plano R? provisto de coordenadas carte-
sianas (z,y) y el producto escalar

& mn)y =¢&n' +
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donde ¢ = (£1,¢Y) yn = (n',n%). Definimos el cambio de coordenadas
r=rcosf yy=rsend.

Sea vy el vector velocidad (7(t),0(t)) de la curva v(t) = (r(t),0(t)) en
coordenadas polares. Si vy, denota al mismo vector en coordenadas (x,y),
entonces

(5) v 8 ) (30)

[ cost) —rsenf 7" _ 7cosf — frsend
~ \ senf  rcosé 0 ) \ rsen@+0rcosh )
Mds aiin, ||ve|?* = vl (AT A)v,, donde G = AT A estd dada por
G- cosf send cos —rsenf) \ (1 0 .
~\ —rsenf rsenf senf)  rsenf )\ 0 r2 )’

es decir,
1 0
(9i5) = ( 0 g2 > -

De esta manera, la norma del vector v, se calcula mediante

) 1 0 P\ o age (dr\T o (dON?
oo} 8) (1) =i () o (2],
o bien,
forll =/ () vz ()
= \a ) T )

Ast, en coordenadas polares (r,0) tenemos que la longitud del arco se calcula

por
de
e_/ vzl dt = /\/ dt) dt.

Utilicemos estas formulas para calcular la longitud de arco de la curva T’
dada por r(t) = sen3(t/3), 0(t) = t desde t = 0 hasta t = 7/2. Tenemos que

r(t) = 3sen2(t/3)cos(t/3)%:sen2(t/3)cos(t/3),
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de donde

2 2
<;ZZ> + r2 (23) = Sen4(t/3) COS2(t/3) + senﬁ(t/3) _ Sen4(t/3),

De esta manera,

d0 T2t
{ = / \/ dt) dt—/o sen <3> dt

es la longitud deseada. >

Observemos que para calcular ||v;|| en otras coordenadas, es necesario
obtener primero (g;;) = AT A para luego determinar v} (ATA)

Ejemplo 1.25. Considérese R® con las coordenadas cartesianas y el cambio
a coordenadas cilindricas dado por x = rcosf, y =rsenf, z = z.
En este caso, la matriz jacobiana es

cosf@ —rsenf 0
A= senf rcosf O
0 0 1

de donde la matriz que define el nuevo producto escalar es

cos senff 0 cos) —rsenf 0
G=ATA = —rsenf rcosf 0 senf rcosf O
0 0 1 0 0 1
1 0 0
= 0 r* 0 | =(gi)
0 0 1

De esta manera, un vector v, = (7,0, 2) tiene una norma dada por la
formula

1 0 7 9 5 )
) ; d do d
2= dnlo 2o d)=(E) 42(9) (&
. do dt dt
0 0 1 3
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Esto es, la expresion

[

d9 + dz 2
dt dt

dt

indica la longitud de arco en las coordenadas cilindricas (1,0, z).

>

Ejemplo 1.26. El cambio de coordenadas cartesianas por esféricas en R3
dado por el sistema

X

Y
z

nos da en este caso (jverifiquelo!)

(gij (T, ¢) ‘9)) =

Ast, la expresion

L)

indica la longitud de arco en coordenadas esféricas (r,$,0).

7 Ccos ¢ cos 6
7 cos ¢ sen

rsen ¢

1 0 0

0 r? 0

0 0 7r2sen?é
do

<

dt

) + r2sen? 0(

do\ 2
dt
o)

De la relacién que define la norma en otras coordenadas

3
el = > gij v,

ij=1

3
— ied
vy = E Gij U

ij=1

se tiene que la longitud de arco de una curva I' se calcula mediante

b b
/ vl dt = /

3
Z giﬂli ) dt?

,j=1




CapiTuLo 1. CURvVAS EN R? v EN R? 47

Escribimos esto en notacién diferencial como sigue:

3
ds® = Z 9ij du' du’ .
ij=1

A continuacién resumimos las formulas de longitud de arco en el plano
y en el espacio para varios sistemas de coordenadas:

Coordenadas cartesianas:  ds? = da? + dy? + dz?;
Coordenadas polares: ds® = dr? + r2d6?;
Coordenadas cilindricas:  ds? = dr? + r2d6? + dz?;

Coordenadas esféricas: ds? = dr? + r2(d6? + sen® § d¢?).

1.6 Curvatura de curvas planas

Iniciamos ahora una discusion sobre la curvatura de una curva plana. La
idea bésica estd fundada en la curvatura de las lineas méas simples que se
conocen: la circunferencia y la recta.

De manera intuitiva, la curvatura de una curva plana es una medida de
cudnto se aparta la curva de sus tangentes al variar el pardmetro.

Para el caso de una recta, podriamos definir su curvatura en cada punto
en forma tentativa como 0. Para el caso de las circunferencias, podemos
pensar que una circunferencia de radio R estd menos curvada que una de
radio r < R y que una recta puede ser pensada como el limite de una
sucesién de circunferencias tangentes cuyo radio crece a infinito. (Véase la
figura 1.7.) Asi, podriamos definir la curvatura de una circunferencia de
radio R como la cantidad %. Esto implicaria que la curvatura de la recta
fuese cero, pues la ultima cantidad mencionada tiende a cero si R — oo.

Definicion 1.27. La curvatura k de una recta en cualquier punto p es cero:
k(p) = 0. Por otro lado, la curvatura k de una circunferencia de radio R > 0
en un punto arbitrario p es k(p) = %.

Para el caso general, consideremos una curva 7 : [a,b] — R? y tres
puntos sobre ella (1), y(t2),v(t3), donde los argumentos han sido escogidos
de modo que t; < to < t3. Ya que la curva es regular, podemos suponer
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Menos curvatura

Q Curvatura cgto

==

Figura 1.7: Curvaturas de la recta y de la circunferencia.

que Y(t1),v(t2) y v(t3) son distintos. De la geometria bédsica sabemos que
por ellos pasa una tunica circunferencia, con centro en el punto C(t1,t2,t3).
(Véase la figura 1.8.)

Supongamos que v es de clase al menos C? y consideremos la funcién
d: [a,b] — R dada por

d(t) = (v(t) — C(t1, 2, t3),7(t) — Clt1, t2,t3)),

que es el cuadrado de la distancia del punto y(t) al centro de la circunferencia
mencionada, y es una funcién en ¢ de al menos clase C2.

Es claro que d(t1) = d(t2) = d(t3), lo que nos indica, por el teorema del
valor medio, que existen dos puntos &; € (t1,%2), &2 € (t2,t3) tales que

d(&) =d(&) =0,
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es decir
d(&) = (¥(&),7(&) — C(t1, ta, t3)) = 0.

Ya que d(t) es de al menos clase C, por el mismo teorema del valor medio
existe otro punto 1 € (£1,&2) tal que d(n) = 0, lo que implica

(3(n),v(n) — Clt1,ta,t3)) + (¥(n),¥(n)) = 0.

Si el centro C(t1, ta, t3) se aproxima a un punto C' = C(t) cuando t; — t,
entonces, por continuidad, se tiene que & — ¢, n — t. Ademas,

La primera ecuacién nos dice que el vector velocidad *(t) es ortogonal
al vector v(t) — C' que indica el radio de la circunferencia tangente limite, lo
que obligaria al centro de la circunferencia a estar en la direccién ortogonal
a y(t). (Véase la figura 1.8.)

Figura 1.8: Circunferencia tangente a una curva.

Afirmamos que 7(¢) no estd en la direccién de #(t). De otra forma,
existiria A € R tal que (t) = A\y(t), y entonces se tendria que, al usar la
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regularidad de la curva,

0 # =((®),7() = 3(#),7(t) = C)
= M®),7(#) = C) = A3(1),~(t) = C)

pero esta ultima cantidad se anula. Esto es una contradiccion y nos dice
que 4(t) y 4(t) no son colineales.

Ahora usamos el pardmetro de longitud de arco s = £(s) y denotamos
por (") la operacién de derivacion respecto a s.

Como en este caso [|7/(s)]|> = 1, entonces (7/(s),7'(s)) = 1, lo que
implica que

(v"(s),7(s)) =0,

lo que indica que los vectores 7" (s) y 4/(s) son ortogonales. De esta manera,
existe un escalar A tal que 7"(s) = A(y(s) — C), lo que implica, al sustituir
en la segunda ecuacién que

lo que nos dice que
L= [ (s)II.
Por otro lado, de la relacién 7" (s) = A(y(s) — C') se tiene que
1" ()l = A lIv(s) = €l

y por lo tanto, el radio R(s) de la circunferencia tangente seria

SO (7 O ) [N S
R(s) = Ih(s) = 0] = 5l = 8 =

en consecuencia, la curvatura k(s) en cada punto heredada por la curvatura
de la circunferencia tangente estaria dada por

Ks) = == = ")l
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Omitiremos la prueba formal sobre la existencia de la circunferencia
limite; el lector puede referirse a Spivak [10] para completar los detalles.

La circunferencia obtenida de esta manera es la circunferencia oscu-
latriz de v en el punto 7(s) y es la circunferencia que mejor aproxima a 7y
en tal punto.

Ejemplo 1.28. Sea I' la circunferencia de radio R con centro en (0,0).
Entonces una parametrizacion por longitud de arco de I' estd dada por las

ecuaciones
x = Rcos (%) , y= Rsen (%) .

Entonces, al calcular las derivadas tenemos

2’ = —sen (%) , 2 = —%cos (%) ,

ren(5). o= ho(3),

lo que implica que

k(s) = I"(s)ll = V(&")?+ (y")?
1 s 1 S 1
\/R2 Cos <R> + 22 sen (R> i
es la curvatura de la circunferencia. >

Ejemplo 1.29. Consideremos ahora una recta por el punto n € R? con un
vector director £&. La parametrizacion por longitud de arco es

v(s) =n+ s,

donde €] = 1.

Si se calculan las dos primeras derivadas se tiene que

Y(s)=¢& A'(s)=0,

lo que implica que la curvatura k de la recta es k = ||y (s)|| = 0. >
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Estos dos ejemplos confirman nuestra definicién inicial de curvatura.

Veremos ahora un procedimiento para dar un signo a la curvatura. Con-
sideremos en cada punto v(s) de la curva 7 a la pareja de vectores ortogo-
nales {v(s), n(s)}, definidos por

_ ) ')
T~ )

o en forma equivalente,

7'(8) = v(s), 7" (s) = k(s)n(s).

Una curva plana v tiene asociada una pareja {v(s),n(s)} en cada punto
v(s). Esta pareja permite definir el concepto de curvatura con signo de
una curva plana.

Definicion 1.30. Dada una curva plana v, damos a la curvatura de v en s
el signo del determinante
' 7' (s) ‘

7"(s)

Podemos denotar por k(s) a esta curvatura con signo. De la definicién
se observa que si se cambia la orientacién de la curva, entonces cambia el
signo de la curvatura.

De la relacién v”(s) = k(s)n(s) tenemos que

k()] = 117" (s)ll

Por otro lado, [|7”(s)| es igual al drea del rectdngulo tendido sobre los
vectores 7 (s) y 7/(s), en virtud de que ||7/(s)|| = 1. Puesto que dicha &rea
se calcula mediante el valor absoluto

(20

entonces se tiene que |k(s)| es igual al valor absoluto del determinante an-
terior. De hecho, como los signos de la curvatura y del determinante son
los mismos por definicién, lo anterior nos dice que

k(s) = det < z,l,((‘z)) > .

9
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De esta forma, si v(s) = (z(s),y(s)) son las coordenadas de la curva
regular, entonces la funciéon de curvatura es

_ | () ¥(s)
k(s) = 2"(s) y"(s)

Consideremos ahora el caso general de una curva regular plana v = ()
que depende de un pardmetro arbitrario ¢ € [a,b]. Al realizar el cambio de
pardmetro ¢t = t(s) se obtiene una curva y(s) = v(¢(s)). Si se denota con
un punto la derivada con respecto del parametro t, las férmulas

Tis) = 05

dt\? . d%
~1 _ . e v
7(s) = v(d5> +ioa

implican en un célculo sencillo que la funcién de curvatura es

k(s) = det( g,l,((i)) )

Il
Q.
@
-+
7 N
2
—~
~
—~
s %,
e
SN—
‘&.
» |~
—~
~
SN—
%‘%
VIS H
SN—

(o)

Podemos entonces escribir la funcion de curvatura en términos de ¢ como
det < V(t) )
(1)
15112
Si y(t) tiene coordenadas (z(t),y(t)), se tiene

_ 00 — 300
RO R

k(t) =




54 1.7. CURVAS ESPACIALES

Ejemplo 1.31. Consideremos la circunferencia de radio 3 con centro en el
origen, parametrizada por la funcion

~(t) = (3 cos2t,3sen2t).

Por un cdlculo directo se tiene

4(t) = (—6sen2t,6cos2t)
4(t) = (—12cos2t, —12sen 2t)
lo que implica que ||¥(t)|| = 6 y en consecuencia la curvatura en y(t) es

—6sen 2t 6 cos 2t
—12cos2t —12sen?2t 1
k(t) — 63 — g,

como ya se habia obtenido antes. >

1.7 Curvas espaciales

Ahora generalizaremos algunas propiedades de las curvas planas al caso de
las curvas espaciales. Estas propiedades caracterizan de manera total a las
curvas, salvo isometrias. El concepto de isometria proviene de la generaliza-
cion del concepto de congruencia de figuras planas de lados rectos estudiado
en los niveles basicos de geometria euclidiana. Alli se define que dos figuras
geométricas planas de lados rectos son congruentes si y sélo si sus lados y
angulos correspondientes son iguales. En nuestro caso, un poligono estara
formado por segmentos de curvas espaciales y la definicién de congruencia
puede extenderse a este caso.

Dada una curva I' C R? regular parametrizada por v : [a,b] — R3,
diremos que la orientacién de I' va del punto v(a) € I' al punto (b) € T,
y que estd inducida por la orientacién natural del intervalo [a,b], el cual
denotaremos mediante [a,b]t para enfatizar que estd orientado. (Véase la
figura 1.9.)

Distinguimos a la curva orientada de esta forma por I'T. Por supuesto,
esto hace que I'" esté orientada por el vector tangente (t).

Supongamos que el parametro ¢ depende de un nuevo pardametro u €
[c,d], esto es t = t(u), donde ¢ es un difeomorfismo ¢ : [c,d] — [a,b].
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Figura 1.9: Orientacién de una espira de la hélice en R3.

Entonces podemos reparametrizar a I' aplicando la composicién y(u) =
v(t(u)). Dicho de otra forma, la curva I' puede parametrizarse mediante la
funcién 7 : [¢, d] — R3.

Ejemplo 1.32. Sea I' la primera espira de una hélice de paso 27w parame-
trizada por
~(t) = (cost,sent,t)

en el intervalo [0,2x]. v orienta a Tt del punto (1,0,0) al punto (1,0,27).
Podemos reparametrizar a I' usando la biyeccion t = 2w — u, definida
para u € [0,27]; ast,

Y(u) = (cos(2m — u),sen(2w — u), 27 — u).

En este caso, 7 invierte la orientacion de T, pues 7(0) = (1,0,27) es ahora
el punto inicial y ¥(2m) = (1,0,0) es el punto final. Observemos que la
funcion t : [0,2xw] — [0,27], dada por t = 27 — u tiene derivada dt/du =
—1 < 0. La figura 1.9 ilustra esta situacion. >

La tultima observacién del ejemplo precedente no debe extranarnos. De
hecho, el siguiente resultado impone condiciones sobre la derivada de la
funcién de cambio de pardmetros para que se preserve la orientacion.

Lema 1.33. Sea v : [a,b] — R? una parametrizacion de la curva T que
induce una orientacion I'". Si el pardmetro t de v se puede expresar como
una funcion de un nuevo pardmetro t = t(u), cont: [c,d] — |a,b], entonces
la reparametrizacion dada por ¥(u) = v(t(u)) satisface lo siguiente:
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a. Conserva la orientacién de T si y sdlo si dt/du > 0 para todo u en
e, d].

b. Invierte la orientacién de TV si y sdlo si dt/du < 0 para todo u en

e, d].
Demostracion. Por la regla de la cadena se tiene que

D) =3(1) 2.

Esto nos indica que los vectores d7/du y % son paralelos. La cantidad dt/du
indica el sentido de cada uno, y por lo tanto la orientacién. ]

Sea s el pardmetro de longitud de arco para la curva orientada v : [a, b] —
R3. Asociaremos a esta curva un conjunto de vectores {v,n,b} llamado el
triedro de Serret-Frenet como sigue:

1. El vector v(s) = +/(s) es el vector velocidad dado por el lema 1.19,
con [jv(s)|| = 1.

2. Consideremos el vector aceleracién a(s) = +"(s). Veamos que a(s) es
ortogonal a v(s) en cada punto de la curva v(s): Como |[v(s)||? =1,
entonces 1 = (v(s), v(s)), de donde

0= ——{v(s), v(s)) = 2(/(s), v(s)) = 2(a(s), v(s))

con lo que (a(s), v(s)) = 0, lo que prueba la afirmacién.

Al normalizar el vector aceleracién a(s) se obtiene el vector n(s) dado

por
_als) _ (s A'(s)
fa@I ~ T~ 6

Observemos que n(s) es un vector unitario ortogonal a v(s).

n(s)

3. El tercer vector del triedro es el vector unitario b(s) obtenido mediante
el producto cruz de los dos vectores anteriores:

b(s) = v(s) x n(s).
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Definicion 1.34. El conjunto ordenado formado por los vectores ortonor-
males

{U(S)7 n(s)v b(s)}v(s)

se llama el triedro de Serret-Frenet en el punto ~(s). El vector v(s) es
el vector tangente en el punto v(s), el vector n(s) se llama el normal
principal, y b(s) se llamara el binormal.

De la definicién de v, n y b, se tiene que si v es una curva regular y
diferenciable, entonces los vectores dependen en forma diferenciable de s.
Ademas es claro que {v,n,b} generan al espacio tangente R,Sy(s) para cada

punto (s) sobre la curva. (Véase la figura 1.10.)
De la construccién de v,n y b se tiene el siguiente

Lema 1.35. Son wvdlidas las siguientes igualdades en cada punto y(s):

vxn=b mxb=wv, bxuv=n.

Figura 1.10: Triedro de Serret-Frenet.

El triedro de Serret-Frenet es una herramienta geométrica muy impor-
tante que describe la forma en que la curva ~ realiza su trayecto en el
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espacio, pues el triedro se mueve segiin lo haga la curva. Asi, podemos
estudiar como se mueve una curva en el espacio analizando las variaciones
del triedro respecto de la variable s. De la definicién de n tenemos que

n(e) — 25 "5

la(s)Il - 17" (s)]
con lo que a(s) = |a(s)[[n = ||v/(s)||n = kn, donde k = |[v'(s)|| es un
numero escalar no negativo.

Ahora generalizamos la definicién de curvatura para el caso de una curva
espacial.

Definicién 1.36. Dada una curva regular v = 7(s) se define la curvatura
de v en 7(s), denotada por k = k(s), como

k(s) = 17" (s)lI

De esta manera,

o en forma breve,
@ = kn,
ds
lo que nos indica la variacién de v respecto a s.
Procedemos ahora a calcular '. Observemos que b’ es ortogonal a b,
pues como [|b(s)|| = 1 para cualquier s, tenemos que

d d )
0= LI = -(6(5), b(s)) = 2(0/(5), b(),

Por otro lado, ya que b = v X n, se tiene que
o — @ — i
ds ds

De la ecuacién v = kn se obtiene entonces

(vxn)= (0 xn)+ (vxn).

V= (kn)xn)+@wxn)=knxn)+(vxn)=vxn/,

lo que nos dice que b’ = v x n’, es decir, b’ es ortogonal a v.
De esta manera, b’ es ortogonal a v y a b, lo que implica que estd en la
direccion de n; es decir, existe una cantidad escalar 7(s) tal que

b _
ds

b =1n.
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Definicién 1.37. Si 7(s) es una curva regular, para cada ~y(s) se define el
escalar 7 = 7(s) como la torsién de la curva 7 en ese punto.

Por ultimo, calculamos la variacién de dn/ds. Puesto que n = b x v,
tenemos que

= W x4 bx ) = () x ) + (b (k)

= 7(nxv)+k(bxn)=7(=b)+k(—v) =—7b— kv.

Las férmulas obtenidas para las variaciones del triedro implican el si-
guiente importante resultado.

Teorema 1.38 (de Serret-Frenet). Sea v(s) una curva regular diferencia-
ble orientada definida en [a,b] C R y parametrizada por longitud de arco.
Entonces para cada punto v(s) se puede definir el triedro de Serret-Frenet
{v,n, b} y tales vectores satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales

v o= kn,
n = —kv —7b, (1.1)
b= ™.

Lema 1.39. La torsion 7(s) en un punto y(s) se calcula mediante la formula

(V' (s), 7"(5), 7" (5))
17" (s)11? ’

donde (, , ) es el triple producto escalar.

T=1(s)=—

Demostracion. Recordemos que la curvatura de v en 7(s) estd dada por
k= 7"(s)||- Consideremos ahora las igualdades

Y(s) = v,
Y'(s) = v =kn,

V"(s) = kKn+kn' =kn+k(-1b—kv)=k'n—krb— kv,

donde en la tdltima igualdad se ha utilizado la segunda ecuacién en (1.1).
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Al calcular el triple producto escalar se tiene que

v
(’Y/ ’7// ’YW) — ,;yl/ — k:n
" K'n — ktb — k*v
v v v
=| kn |—| kn |—| kn
k'n kTb kv
v
= —k’r| n | = —K*r(v,n,b) = —k*7,
b

donde el triple producto escalar (v,n,b) = 1 debido a la orientacién de los
vectores. Por lo tanto,

o ("""

k? Iv112

O]

Ejemplo 1.40. Considere la recta que pasa por n € R3 con wvector director
&, parametrizada por

v(s) =0+ s&,

donde ||£]| = 1. Al calcular las derivadas se tiene

Y(s)=¢& A"(s)=0, ~+"(s)=0,

lo que implica que la curvatura k y la torsion T de la recta son constantes e
tquales a 0. >

Definicion 1.41. Definimos el radio de curvatura R de la curva I' para-
metrizada por longitud de arco s como

R=-.
k

El radio de curvatura de una circunferencia de radio R es R = R, mien-
tras que el de una recta es R = oo.
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Ahora estudiaremos la curvatura y la torsién de una curva I' con una
parametrizacién arbitraria v : [a,b] — R3. Supongamos que el pardmetro ¢
se escribe en términos de la longitud de arco t(s), de modo que ¢ : [¢,d] —
[a,b] y % > 0. Entonces, por la regla de la cadena,

dy _dydt _ . dt
ds _ dtds ds’

2y (dt\?  dy &3t dt\? d2t
/i _ wor il s s o . “@ v
e = e <ds) Tt a2 7<ds> J”(ds?)’

By (dt\> &Py Pt At dy (Bt
n

—_— _ . 3777 _
e = g () (i)

dt? ds? ds + dt \ ds3

(e (i
= 7\ s Taszds T ' \ds3 )
donde el punto denota la derivada respecto del parametro .

Calculemos los vectores ortogonales a 4 y 4 con el parametro ¢t. De las
relaciones anteriores se tiene que

() (5(2) 5 (22))
(s () + ((50) < (6 (£9))

N AN X S C AN
= UV s T g a2 ~ N\ gs )

Por otro lado,

7(5) X" (5)

7 / 7

2 VX
b=vxn=n+x = )
o k
de donde 5
at\” . .
kb:fylx,yﬁ:(ds) A X A.
De la igualdad
, dt

’Y:$7
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v [|7'|l = 1, obtenemos
dt B dt 1
ds ~ |ds| ~ I
De esta manera, o
_rxq

19112
Ya que [|b]| = 1, tomando normas de cada lado se concluye que

19 < Al
= [[k0]] = =5
[iod K

lo que expresa la curvatura k en funcién de ¥ y 4.
La torsién 7 de la curva expresada en términos del parametro t viene
dada por la siguiente cadena de igualdades

/

RO N N
T 2o kK|,
¥
< dt < dt
1 d ’};E d2 1 7?2
_ . t . t _ .o t
- _ﬁ fy(ds) +’7ds __ﬁ 7(%)3
d2t dt d3t o dt
v (ds) +3V52 s TV v (%)
6
@ Ay = (,%,%)
iy R U iy 7
2 Ve e
::_W77)(|MP) _ A
106\ =< Al 1% % %2

Ejemplo 1.42. Sea I' la hélice definida mediante
~v(t) = (acost,asent,bt).

Procedamos a calcular su curvatura y torsion en cualquier punto y(t).
Calculamos las tres primeras derivadas de vy, obteniendo

4(t) = (—asent,acost,b),

(—acost,—asent,0),

2
—~
~
N—

v (t) = (asent,—acost,0).
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Para calcular la curvatura, utilizamos la formula

(ool
k= e
1511

Primero calculamos v X 7 y tenemos

el €2 €3
4 x4 =1 —asent acost b |=(absent, —ab cost, az),
—acost —asent O

lo que implica que
I %51 = a/a + 82
Como ||/ (t)|? = (Va2 + b2)3, se sigue que la curvatura en el punto y(t)

W x4 o@FR
WOF ~ Varee @i

€S

k(t)
Por otro lado,

—a sent acost b Cwcost  —asent
("Ya"?,.’.Y.)Z —a cost —asent 0| =0 —a2b,

asent —acost |
asent —acost O

con lo que

)= - B A) a’b b

W <Al? @@+ a?+ b

es la torsion en (). >

1.8 El teorema fundamental de la teoria de las
curvas

Hasta aqui hemos encontrado dos caracteristicas propias de las curvas: la
curvatura y la torsién. De hecho, cualquier curva espacial (o en el plano)
se puede obtener curvando y torciendo una recta. Esto es, la curvatura y la
torsién de una curva definen en forma total a una curva. De manera precisa,
tenemos el siguiente teorema.
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Teorema 1.43 (fundamental de la teoria de las curvas). Sean k,7:J —
R dos funciones de clase C' definidas en un intervalo J, con k(s) > 0.
Entonces existe una curva regular v : J — R? de clase C', parametrizada
por longitud de arco s tal que su curvatura es k, y su torsion es 7. Mds ain,
st Y(s) es otra curva con las mismas curvatura y torsion, entonces existe
una isometria de R® que lleva v en 7.

Demostracion. Usando las coordenadas del triedro de Serret-Frenet, v =
(vh 02 03), n = (nt,n%,n3) y b = (b}, b%,b3), las ecuaciones de Serret-Frenet
(1.1) pueden ser vistas como un sistema de nueve ecuaciones diferenciales

no auténomas definidas en J x R? dado por

dv’ »

dqu? = k(S)nl:fi(87U17U27"'7b21b3)7

dn?t ) )

dT; = —k’(s)'UZ —T(S)bz :gi(87U17U27"'7b2’b3)7
db’ ;

% = T(S)TLZ :hi(savlvv27"‘7b2’b3)’

para i = 1,2, 3, donde las funciones f;, g;, h; : J x R? — R son lineales con
respecto de las variables vectoriales v,n,b y son al menos de clase C? con
respecto del parametro s.

Por el teorema de unicidad y existencia para ecuaciones diferenciales no
auténomas (véase, por ejemplo, [1]), dadas las condiciones iniciales s € J,
y el punto (vd,v3,...,b3,b3) € RY, existe un intervalo abierto (a,b) C J que
contiene a sg y una tnica curva diferenciable « : (a,b) — R? tal que

a(so) = (vg,v5,..-,bp, b5, b3),

% = (fl(sv a(s))v f?(s’ a(s))’ B hZ(S’ a(s)), h3(57 a(s)));

es decir, v = a(s) es solucién del sistema de ecuaciones de Serret-Frenet. Lo
anterior prueba que dados sg € J, y un triedro {vg, ng, bo} en R3, existe una
familia de triedros {v(s),n(s),b(s)}, s € (a,b) C J, tales que v(sp) = vy,
n(so) = no, b(so) = bo.

Tomamos entonces la familia de triedros {v(s),n(s),b(s)} con s € (a,b)
obtenida mediante la anterior ecuacién diferencial no auténoma. Si consi-
deramos las condiciones iniciales de ortonormalidad para tal familia, dadas
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por

(v(s), n(s)) =0, (v(s), b(s)) =0, (n(s), b(s)) =0,
(v(s), v(s)) =1, (n(s), n(s)) =1, (b(s), b(s)) =1,
una sustitucién simple nos muestra que la familia de triedros con estas

condiciones satisface el sistema no autéonomo de ecuaciones diferenciales
isométrico de Serret-Frenet dado por

Llom) = kls)n,m) — k(s)(o,) — 7(s)(o,b),

Do) = ks, b) +7(s) (o,

Lnb) = k), b) — (), + (),
d

L) = 2h(s)(om,

a%(n,n) = —2k(s){n,v) — 27(s)(n,b),

d

—(b,b)y = 27(s)(b,n).

El teorema de existencia y unicidad nos garantiza la ortonormalidad de la
familia {v(s),n(s),b(s)} en todo el intervalo (a, b).

Una vez que tenemos una solucién del sistema en el intervalo (a,b),
definimos la curva espacial

donde la integracién es realizada coordenada a coordenada. Es claro que
v (s) = v(s). Observemos que |7 (s)|| = |[v(s)]| = 1, de modo que s es el
parametro de longitud de arco de . Por la primera ecuacion de Serret-
Frenet en (1.1),

7"(s) ='(s) = k(s)n(s),
lo que nos dice que k(s) es la curvatura de v en ~(s).
Utilizamos el mismo procedimiento del lema 1.39 para ver que la torsién
de v se calcula mediante

/

B ’ ’Y”, ’}/”/)

7-(3) _ (’)’/,’}/”,’YW) _ (’7
17" (s)]1? k(s)?
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lo que prueba la existencia de una curva - con curvatura k y torsién 7.
Antes de demostrar la unicidad, observemos que la curvatura y la torsién
son invariantes bajo isometrias. Supongamos ahora que las curvaturas y
torsiones de las curvas v y 7 coinciden, es decir, k(s) = k(s) y 7(s) = 7(s),
donde k y 7 son la curvatura y la torsién de v, y k,7 las de 5. Sean
{vo,n0,b0} y {v0,7n0,bo} los triedros de Serret-Frenet respectivos en (sg)
y 7(s0). Mediante la aplicacién de una isometria podemos suponer que
Y(s0) = (s0) y, ademds, que v(so) = v(s0), n(s0) = 71(s0), b(s0) = b(so)-
Por las formulas de Serret-Frenet para cada triedro, tenemos los sistemas

& = k(s)n, & = k(s)m,
d — _f(s)o —7(s)b, 9B = —k(s)7 — 7(s)b,
2 =7(s)n. =T

Si consideramos la funcion distancia
D(s) = lv(s) = 3(s)[I* + IIn(s) — 7(s)[|* + |b(s) — b(s)]1%,

es claro que D(sg) = 0. Usando las férmulas de Serret-Frenet para cada
triedro, se tiene que

%}(s) _ %((v—'ﬁ,v—ﬁ)+<n—ﬁ,n—ﬁ>+<b—5,b—~>>
- 2((v—’ﬁ,v’—'ﬁ’>+<n—ﬁ7n’—ﬁ/>+(b—g,b’—5’))

2(k(s)(v—v,n —n) — k(s)(n —n,v—"2)

—7(s

(n—7,b—0b) +7(s){b—b,n — 7)) =0,

)
lo que nos dice que D(s) es constante e igual a 0. Esto implica que v(s) =
v(s), n(s) =n(s) y b(s) = b(s) para todo s € (a,b).

Ya que 7/(s) = v(s) = 7(s) en todo el intervalo (a,b), se tiene v(s) =
7(s) +¢& para algtin vector £ € R3. Pero como 7(sg) = 7(s0), entonces & = 0;
es decir, y(s) = 7(s) en todo (a,b), lo que termina la prueba de la unicidad
y del teorema. O

1.9 Planos osculador, normal y rectificador

Dada una curva I' parametrizada por v = 7y(s), tenemos que en cada punto
~(s) el espacio tangente 7. 2 5)R3 esta generado por el triedro de Serret-Frenet



CapiTuLo 1. CURvVAS EN R? v EN R? 67

y existen tres planos coordenados en TW(S)RS muy utiles para describir geo-
métricamente a la curva:

a. El plano normal a la curva 7 en v(sg), que pasa por y(sg) y contiene
a los vectores normal n y binormal b. Su ecuacién vectorial es

(W = 7(s0), v(s0)) =0 0o (W =7(s0), ¥'(s0)) = 0.

b. El plano rectificador por 7y(sp), que pasa por v(sg) y es ortogonal
al normal principal n. Su ecuacién vectorial es

(W =7(s0), n(s0)) =0 o (W =1(s0), 7" (s0)) = 0.

c. El plano osculador por v(sp), que pasa por y(sg) y contiene a los
vectores v(sg) y n(sp) (es decir, es normal al binormal b). Su ecuacién
vectorial es

(W —(s0), b(s0)) =0 o (W —(s0), [¥/(s0), 7" (s0)]) = 0,

o bien, si usamos el triple producto escalar:
(W —~(s0), 7' (s0), 7" (50)) = 0.

La figura 1.11 ilustra los tres planos obtenidos a través del triedro de
Serret-Frenet.

Dada una curva v(s) y su correspondiente triedro mévil, podemos pro-
yectar la curva en los planos osculador, normal y rectificador (al menos cerca
del punto ~(sg)) para estudiar la geometria de la curva de tal punto.

Sean 7y(s) una curva diferenciable y sy € [a,b]. El desarrollo de Taylor
de v alrededor de sg viene dado por

1 1
7(s) = 7(s0) +7(s0)h + 5’7"(30)h2 + 67"’(80)h3 +O(h"),
donde h = s — 59 y O(h*) es una cantidad de orden h* cuando h ~ 0.

Podemos trasladar el origen de R a sq, el origen de R3 a (sq) y hacer una
rotacién de ejes en R de modo que v = (1,0,0), n = (0,1,0) y b = (0,0,1).
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Asi, en las nuevas coordenadas (x,y, z) se tiene que

(0)5% + 24"(0)5 + O(s")

1
105) = O+ 5705 + 5

2
= v(0)s+ %kz(O)n(O)s2
+ é (K'(0)n(0) — k(0)7(0) b(0) — k(0)*v(0)) s* + O(s*)

1
= (1,0,0)s + 5/~c((),1,())32

+ = (k’(o 1,0) — k7(0,0,1) — £%(1,0,0)) s* + O(s*)
/
- T+ O0s e Ko, M o
2 6 6
esto es,
2.3
o) = 5- "o,
ks?  K's3 4
y(s) > T 7% +0(s%),
z(s) = —%834-0(84)

Proyectaremos la curva en los planos mencionados, tomando en cuenta sélo
el primer término no constante del desarrollo de Taylor alrededor de s = 0.

a. Proyeccion en el plano normal. Como el plano es generado por n y
b, consideramos las coordenadas y y z, dadas por

ks? kT 5
y=— ¥ z=—F¢5s"
Despejamos s en estas ecuaciones e igualamos las expresiones resul-
tantes para obtener
(2y)° _ (62)?

k3 (—kT)?’

o en forma equivalente,
5 9k2?
Yy = 27_ ’
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b b
b
\ j
(1) n K
v
v / Plano normal
Plano rectificador

n
v /( Plano osculador

Figura 1.11: Planos a. Normal. b. Osculador. c. Rectificador.

que en el plano (y,z) corresponde a una cuspide. (Véase la figura
1.11a.)

b. Proyeccion en el plano osculador. En este caso se considera la pro-
yeccién de 7(s) en las coordenadas x, y:

Al sustituir x en la segunda ecuacién, nos queda

k

y:2

que es la ecuaciéon de una parabola que se abre hacia arriba, pues
k> 0. (Véase la figura 1.11b.)

c. Proyeccion en el plano rectificador. Ya que aqui se consideran sélo
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las variables x y z, en este caso tenemos

kT 4
r=Ss 'y zZz= —FS s
que nos lleva a una ecuacién cibica en tal plano:
kT
2 =——2q°
6

Como k > 0, entonces la grafica de la ctbica en el plano zz depende del
signo de la torsién. (Véase la figura 1.11c.)

Definiremos ahora un triedro de Serret-Frenet para una curva parame-
trizada con el parametro arbitrario ¢, obteniendo tres vectores que no nece-
sariamente son unitarios.

Corolario 1.44. El triedro de Serret-Frenet tiene asociados tres vectores
{V.B,N}

paralelos respectivamente a {v,b,n} dados por las ecuaciones

Vo= 4() (tangente)
B = A(t) x4(t) (binormal)
N = BxV (normal principal)

Ellos forman el triedro de Serret-Frenet para una parametrizacion
arbitraria por el pardmetro t de la curva v = ~y(t).

Se tiene que el vector v es paralelo a V' debido a que

. dt
¥(s) =H(0) 5
Por otro lado, el vector b es paralelo a B debido a la relaciéon puntual
1y xy
k@)l
Por dltimo, debido a que N = B x V y n = b X v entonces N es paralelo a
n.

Las definiciones de los planos rectificador, normal y osculador en un
punto de una curva espacial parametrizada por un parametro arbitrario son
semejantes a las ya dadas. Damos sélo un ejemplo.
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Ejemplo 1.45. Dar la ecuacion del plano osculador de la hélice del ejemplo
1.42, en cualquier punto y(to).
Dado ty € R, tenemos que el plano osculador Py en el punto y(ty) =
(acosty,asenty,bty) es ortogonal al vector binormal B = 5(tg) x Y(to).
Como ya se ha calculado en el ejemplo 1.42,

4(t) x 4(t) = (absent, abcost,a?)

entonces B(tg) = (absentg,abcosty, a?).
Por lo tanto, la ecuacion del plano osculador Py por y(ty) en las coor-
denadas x,y, z, estd dada por

0 = <B(t0)7 (IL’, Y, Z) - ’Y(to»
((absenty, abcosty, a®), (x — acosty, y — asenty, z — bty))

= absenty(x — acosty) + abcosty(y — asenty) + a*(z — biy).
Como a # 0, la ecuacion
(bsentg)x + (bcosty)y 4+ a’z = ab + 2abcos tysent
define al plano osculador Py. >

Observamos que en el caso de las curvas espaciales no podemos hablar
de la curvatura con signo para la curva, ya que carecemos de un plano de
referencia que la contenga.

1.10 Ejercicios

1. ;Cudles de las siguientes curvas son regulares? Haga un dibujo de la
traza cuando sea posible.
(a) y(t) = (3sen?t, 2cos? t).
(b) () = (&, ¢* + 1,1 = 1).

(c) La curva interseccién de los cilindros z = 2% y 4?2 = 1 — z, uti-
lizando x = t como pardametro.

(d) A(t) = (Int,1/(1+1)).
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(e) La curva dada por la interseccién de 22 +y? = 1y y?> + 22 = 1,
y # *£1, utilizando x = ¢t como pardmetro.

. Para la curva diferenciable v = «(¢) definida en el intervalo [a,b] y el

punto 7(tp) se dice que la recta tangente a 7y en ty es la recta que pasa
por tal punto con vector director 4(tp). El plano normal a 7 en tal
punto es el plano por y(tp) con normal (tg). Calcule las ecuaciones
de la recta tangente y el plano normal a cada curva en el punto tg

dado.

(a) y(t) = (L +t,—t*1+8%), to=2.

(b) ~(t) = (3 cosh2t,3senh2t,6t), to=0.
(c) v(t) = (2t,t,Int), en el punto (4,2,In2).

. Demuestre que las rectas tangentes a la curva y(t) = ( %t, 2, t3) forman

un angulo constante con el vector (1,0, 1).

. Calcule la longitud de arco de cada una de las siguientes curvas.

(a) v(t) = (3cosh2t,3senh2t,6t), t € [0,b].

(b) y(t) = (83, 612 — 3t*), t € [0,V/2].

(c) y(t) = (cost,sen3t, cos 2t), t € [0, 27].

(d) ~(t) = (2t,t,Int) entre los puntos (2,1,0) y (4,2,In2).

(e) v(t) = (t —sent, 1 — cost,4cost/2) para t € [ty,t1], donde (tg)
y ~(t1) son los tnicos puntos de y([to, t1]) que estdn en el plano
xz

. Dé una parametrizacién por longitud de arco para cada una de las

siguientes curvas.

(a) v(t) = (Rcost, R sent,at), t € R.
(b) v(t) = (e’ cost, el sent,et), t € R.
(c) y(t) = (2t,£2,3/3), t € R.

(d) v(t) = (cosht,senht,t), t € R.

. Calcule la longitud de arco de las siguientes curvas dadas en las coor-

denadas correspondientes. Haga un dibujo de cada curva.
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(a) La espiral logaritmica dada en coordenadas polares por r(t) =
el, p(t) =t, t €0, 2n].

(b) La curva contenida en la esfera unitaria S?> dada en coordenadas
esféricas por r(t) =1, ¢(t) = /2y O(t) =t, t € [-7/2,7/2].

(c¢) Un paso de la hélice dada en coordenadas cilindricas por r(t) = 1,
Bt) =ty 2(t)=t, t €[0,2n].

7. Halle una férmula para la curvatura de una curva plana dada por una
ecuacion en coordenadas polares.

8. Calcule los vectores v/(s) y 7”(s) en el ejercicio 4 y verifique que son
ortogonales. Calcule la curvatura y la torsion de cada curva. Dé el
triedro de Serret-Frenet para cada curva.

9. Demuestre el corolario 1.44 y utilicelo para calcular el triedro de
Serret-Frenet en cada una de las curvas del ejercicio 1, asi como la
curvatura y la torsiéon de cada una.

10. Demuestre que una curva espacial diferenciable con torsién 7 = 0 esta
contenida en un plano. Utilice este hecho para demostrar que la curva

~v(t) = <t, %, 14;—{2) es plana.

11. Dé las ecuaciones de los planos osculador, normal y rectificador para
las curvas del ejercicio 1 en los puntos indicados.

/

(a) ¢
(b) ¢
(©) (z,y ) (0,1,0).
(d) t=
) (1,

d
(e )

12. Demuestre que si todos los planos osculadores de una curva espacial
tienen un punto de interseccién comun, entonces tal curva es plana.

13. Sea k(s) una funcién positiva, definida en un intervalo J. Determine
la parametrizacién general de las curvas planas a(s) cuya curvatura
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14.

15.
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estd dada por k(s). Describa la curva plana tal que su curvatura esta
dada por
k(s)=1/—, 7(s)=0.
(5)=y/5 70)
Se dice que las funciones de curvatura k(s) y torsién 7(s) de una
curva espacial son las funciones intrinsecas de la curva. Note que ya

hemos calculado tales funciones intrinsecas para las curvas del ejercicio
4.

(a) Demuestre que si k(s) # 0y k(s) = A7(s) para alguna constante
A, entonces la curva es una hélice.

(b) Dé la ecuacién de la hélice del inciso (a) si A = 1.

(c) Demuestre que si y(t) es tal que ||y(t)|| = R, entonces, si 7(s) # 0

se tiene que " )
1 K (s -
o+ (i) =

El concepto de curva puede extenderse con facilidad a espacios dis-
tintos de R? y R3. En los siguientes ejercicios estudiaremos algunas
curvas en espacios de matrices.

M (n,R) denota el espacio de las matrices cuadradas de n x n con
entradas reales, que puede identificarse con el espacio euclidiano de
dimensién n?. Definimos entonces los conjuntos

GL(n,R)={Aec M(n,R)| det A#0},
llamado el grupo lineal real de dimensién n;
O(n)={AeGL(n,R)|AAT =T},
llamado el grupo ortogonal real de dimensién n; y por dltimo,
SO(n)={AcO(n)|detA=1},
llamado el grupo ortogonal especial de dimensién n.

Consideremos la curva matricial 7 : R — GL(2,R) dada por

(t) = ( cost —sent >

sent cost
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(a) Demuestre que la imagen bajo ~y del intervalo [0,27] es SO(2),
es decir, v[0, 27] = SO(2).

(b) Calcule ¥ ent =0, 7/2, 7y 3mw/2.

(¢) Un subconjunto €2 de R™ es conexo por trayectorias si dados
dos puntos A, B € () existe una curva continua y que los une y
estd contenida en 2. Concluya del inciso (a) que SO(2) es conexo
por trayectorias.

16. Una matriz B = (b}) € M(n,R) es antisimétrica si

T , .
B"=—-B o b =-b;

Sea 7 : R — GL(n,R) una curva diferenciable tal que v(t) = A(t) es

una matriz ortogonal para todo ¢t € R. Demuestre que si v(0) = I

entonces la matriz tangente 4 a v(0) = I pertenece al conjunto de

matrices antisimétricas. Esto es, (0) es una matriz antisimétrica.






CAPITULO 2

Superficies en R’

2.1 Superficies diferenciables

En esta seccién desarrollaremos la idea de una superficie contenida en R3.
Mostraremos que una superficie es un objeto con una geometria propia que
no depende de la posicién en que esté en el espacio donde habite, ni del
lugar donde se encuentre situada.

La idea de la definicién de una superficie tiene sus origenes en la cons-
truccion de mapas que describen un lugar especifico de la Tierra. El proble-
ma de describir una regién del planeta obedeci6 al creciente comercio entre
las naciones y a la consecuente necesidad de tener una descripcién de las
rutas de los viajes que se efectuaban para no tener que hacerlos mas largos y
costosos. La realizacién de un mapa se efectuaba de acuerdo a varias reglas
necesarias para que fuese 1til a cualquier persona que pudiera obtener una
copia de él.

Podemos expresar algunas de estas reglas de manera matematica, como
sigue: Si U denota la regién que se quiere describir con un mapa represen-
tado por  C R2, cada punto de la regién p € U tiene asociado un punto
y s6lo uno en el mapa €2, denotado por ¢ € . Adema4s, esta asociacién
es tal que puntos cercanos del mapa corresponden a puntos cercanos de la
region, y reciprocamente; es decir, la asociacién y su inversa son continuas.
Por ultimo y como consecuencia de lo anterior, si la region U tiene otra
asociacién con otro mapa Q, entonces existe una correspondencia biyectiva
entre los puntos de 0 y los de € de tal forma que puntos cercanos de 0
corresponden a puntos cercanos de €) y reciprocamente.

77
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La figura 2.1 describe esta relacion para la construccién de un mapa, y
esto da pauta para definir lo que es una superficie en R3.

Figura 2.1: Construccion de un mapa para una regién de la Tierra.

-

RS

\4

Figura 2.2: Superficie topolégica en R3.

Definicién 2.1. Un conjunto S C R3 es una superficie topolégica si y
s6lo si para cualquier punto p € S existe una vecindad (relativa) de p en S
y un homeomorfismo ¢ :  — U de una regién Q@ C R? en U. La pareja
(U, ) se llamard una parametrizaciéon para la superficie S alrededor del
punto p.
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La figura 2.2 describe la definicién de superficie. De manera breve, se
dice que una superficie topolégica es localmente homeomorfa al plano.

Por supuesto, un conjunto es una superficie topoldgica si y sélo si para
cada punto se puede dar el homeomorfismo v : U — €} inverso a cada
parametrizacién. La pareja (U, 1)) es una carta para S alrededor de p. Un
conjunto de cartas {(U;,v;)}icr es un atlas para la superficie cuando las
cartas cubren a S; es decir, cuando S = J, U;.

Asociando las coordenadas (u,v) en Q y las coordenadas ambientales
(x,7, z) para S en R3, la parametrizacion ¢ y su inversa 1 se pueden escribir
como

p(u,v) = (z(u, ), y(u,v), 2(u,v)), vy V(x,y,2) = (uz,y,2),v(z,y, 2)).

Decimos entonces que ¢ parametriza a S con el sistema de coordenadas
(u,v) alrededor del punto p.

Ejemplo 2.2. Sea S%% la esfera de radio R y centro en el origen de coorde-
nadas,

Sk={(w,y,2)[+" +y*+ 2" = R* }.

Para mostrar que S%i es una superficie topologica utilizaremos las proyec-
ciones estereograficas desde los polos norte Py = (0,0, R) y sur Pg =
(0,0, —R) hacia el plano horizontal, mencionadas a continuacion. (Véase
la figura 2.3.)

Para proyectar la esfera desde el polo norte Py hacia el plano horizontal,
a cada punto con coordenadas ambientales (x,y, z) en la esfera le asociamos
un punto en el plano horizontal con coordenadas (u,v), considerando la linea
recta que pasa por el polo norte Py y por el punto p = (z,y,z). El punto
asociado (u,v) del plano es aquel obtenido de la interseccion de la recta
mencionada y el plano, como se muestra en la figura 2.3.

De tal figura se obtiene que si (x,y) son las dos primeras coordenadas de
p, entonces (u,v) es un maltiplo escalar de (z,y); es decir (u,v) = A(z,y)
para algun escalar .

De la semejanza de tridngulos que se muestra en la misma figura 2.3 se
obtiene la igualdad

z _ Ml gl = Iyl

R Al )l
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(z,y)

(u,0) = Az, y)

Figura 2.3: Proyeccién estereografica de la esfera desde el polo norte.

lo que implica que

R
R—2z
De esta forma se obtienen las expresiones para w,v en términos de
T, 2

A:

Rx Ry
U= \x = , V= \y = .
R—z 4 R—z
De estas relaciones y de la igualdad x° + y? + 2° = R? se obtiene que las
eTPTeSIONES INVETSAS SON

2R%u 2R R(u? +v? — R?)

@12+ R YTt et R T @ttt R

Sea Vi el conjunto abierto consistente en los puntos de R3 que no estdn
contenidos en el semieje positivo z. El conjunto Uy = Vi NS% = S%\ { Py}
es una vecindad de p para cualquier punto p € S% \ {Pn}. Si definimos la
transformacion continua vy : Uy — R? mediante

Rx Ry
R—2"R—z)’

(u’ U) = ¢1($7y7 Z) = <
se tiene una carta (Ur,11) para la esfera S%. La inversa de 1 es una
parametrizacion continua o1 : R? — Uy, ¢1(u,v) = (z,y, 2) dada mediante

() 2R%u 2Ry R(u? +v? — R?)
u,v) = .
P w2+ 02+ R2 w2+ 02+ R w?+ 02+ R?
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De manera andloga, para proyectar la esfera desde el polo sur hacia
el plano horizontal, a cada punto con coordenadas (x,y,z) en la esfera le
asociamos un punto con coordenadas (u,v), considerando la linea recta que
pasa por el polo sur Ps y por el punto p = (x,y, z). El punto asociado (4, )
del plano es aquel obtenido de la interseccion de la recta y el plano.

En este caso se tienen las relaciones

Rx Ry

o =1u(z,y,z) = A\r = , 0=0(x,y,2) = Ay =

R+ z R+ 2’
con las relaciones inversas
2R
€T = _—
u? + 0% + R¥
B 2R?0
YT RyP+RY
R(fL2 + 02— RQ)
z = —
u? + 9?2 + R?

Si Vo es el conjunto abierto consistente en los puntos de R® que no
estdn contenidos en el semieje negativo z, el conjunto Uy = Vo N S%% es
una vecindad de p para cualquier punto p € S% \ {Ps}. La transformacion
continua 1o : Uy — R? definida mediante la regla

Rx Ry
R+2"R+z)’

(i1, 8) = va(w,y, 2) = (

proporciona otra carta (Us,9) para la esfera S%%. La inversa de 1o es una
parametrizacion continua @y : R? — U, definida mediante la regla de co-
rrespondencia (x,y, z) = @a(u,v), con

2R 2R%H R(u* + 9% — R?)
w2 (u,v) = .

@ + 02+ R* @? + 02+ R? @2+ 0%+ R?
De esta forma, un atlas para la esfera S% viene dado por

{(U1, 1), (U2, 92) },

pues S%% = Uy U Us. Esto muestra que la esfera S% es una superficie
topoldgica. Obsérvese ademds que Uy NUy = S% \ { Py, Ps} es un conjunto
conezxo. >
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Ejemplo 2.3. La parte superior del cono circular recto C definido por la
ecuacion x? +y% = 22, con z > 0, es una superficie topoldgica en R3.

Consideremos las coordenadas (x,y,z) en R? y (u,v) en el plano. La
transformacion continua ¢ : R?> — U C C definida mediante la regla de
correspondencia

(z,y,2) = p(u,v) = (u,v, Vuz+ v2)

es una parametrizacion de todo el cono C, lo cual lo hace una superficie
topoldgica en R3. (Véase la figura 2.4.) >

z

—
Y

Figura 2.4: Cono circular recto como una superficie topolégica.

En la definicién de superficie topoldgica hemos establecido que cada
punto en ella debe contar con una vecindad homeomorfa a un abierto de R2.
Para poder utilizar los elementos del cdlculo, restringiremos nuestra atencién
a aquellas superficies cuyas cartas y parametrizaciones sean diferenciables.
El lector debe notar esto en la siguiente definicién.

Definicién 2.4. Un conjunto S C R? es una superficie diferenciable
si y s6lo si para cada punto p € S existe una vecindad U de p en S y un
difeomorfismo ¢ : Q — U de una regién Q C R? en U.
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De manera andloga a la definicién 2.1, la pareja (U, ¢) es una parame-
trizacién alrededor de p y si ¢ = ¢!, entonces (U, ) es una carta para
la superficie S alrededor del punto p, y un conjunto de cartas {(U;,¢;)} es
un atlas para la superficie cuando S = U;U;.

Ejemplo 2.5. En el ejemplo 2.2 vimos que la esfera S%% es una superficie
topoldgica. Las transformaciones que utilizamos en ese ejemplo son también
diferenciables, por lo que la esfera es una superficie diferenciable. >

Mas adelante veremos que el cono del ejemplo 2.3 no es una superficie
diferenciable, pero antes veamos algunas consecuencias de la definicién 2.4.
Sean p un punto de una superficie diferenciable y (U, ¢) una parametrizacién
en p. Entonces ¢ tiene una inversa 1 diferenciable, de modo que existe una
transformacion diferenciable ¥ definida en una vecindad ordinaria de p en
R3 tal que ¥ o ¢ = Id. Por la regla de la cadena, tenemos que

AV, odp, = 1d.

donde ¢ = ¢~ !(p). Esto dice que la transformacién dpg es inyectiva. Para
traducir este hecho a una forma matricial, sean (u,v) las coordenadas en
R? y (z,y, 2) las coordenadas en R3, de modo que

gp(’u,, 1)) = (x(u, U)a y(uv 1)), Z(u7 U))

La matriz asociada a dy, tiene entonces la forma

Ty Ty
D Pq = Yu Yo ,
Zu  Rv

donde, por ejemplo, z,, denota la parcial de z con respecto de u.

Sabemos también que los vectores columna de esta matriz son las ima-
genes de los vectores {e1, ez} de la base canénica de R%2. Denotamos estos
vectores como @y, Pyt

dSOq(el) = (xuva7Zu) = Pu, dQPQ(GZ) = (xvayvazv) = Py-
El algebra lineal nos proporciona el siguiente resultado.

Lema 2.6. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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Figura 2.5: Una superficie diferenciable y una parametrizacion.

. La transformacion lineal dp, es inyectiva.
. La matriz jacobiana Dy, tiene rango 2.
. Alguno de los menores

LTy Ty
Yu Yo

Yu Yo
Zu  Rv

9

denotados respectivamente por

D(z,y)  D(y,z)  D(zx)
D(u,v)”  D(u,v)’ D(u,v)’

es distinto de cero en q.

(Do)’ (P’ (Den)y’

es distinta de cero en q.

. La expresion

. El producto cruz

SOuXSOv—<

es distinto de cero en q.
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6. Los vectores @, y @, son linealmente independientes, es decir, no co-
lineales.

Este resultado nos proporciona varios criterios para analizar otros ejem-
plos de superficies diferenciables.

Ejemplo 2.7. Sea P un plano en el espacio determinado por la ecuacion
ar+by+cz=d

donde a,b,c,d € R, con ¢ # 0. De esta ecuacion se tiene que

d a b
Z2=———-x—-y.
c c c
De esta forma, al tomar x = u y y = v, una parametrizacion del plano

estd dada por

d a b

- e_2,.2 O =R2
o) = (wo = 2u-to), oy

FEs claro que

=1,

D(x,y) ' 1 0‘
D(u,v) 1

lo que implica que Dy, ) tiene rango 2 en cada punto (u,v) de 2 y P es
una superficie diferenciable. >

Ejemplo 2.8. Considérese de nuevo la esfera S% en R3.
Definamos una parametrizacion local de S%{ en coordenadas co—geogrd-
ficas (¢,0) mediante las ecuaciones

x = Rcos¢send,
= Rsen¢send, (2.1)
z = Rcos0,

con 0 < ¢ <2m,0<0 <.
La imagen de o estd contenida en S%%, pues

lo(6,0)|| = ||[(Rcos¢send, Rsen ¢psend, Rcosb)| = R.
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A
Un paralelo
o
(¢,0)
0 ®
0 ¢

Figura 2.6: Coordenadas co-geograficas de la esfera.

A la imagen de la linea horizontal 6 = constante bajo ¢ le llamaremos
un paralelo de S%{, mientras que a la imagen bajo ¢ de la linea vertical
¢ = constante le [lamaremos un meridiano. (Véase la figura 2.6.)

Al calcular los jacobianos, obtenemos

D) | fengment Remcnd | ndooss,

IDDEZZZ; _ Rcosgﬁsen@ —R_s;nszﬁnc;)sﬁ — _R%cos ¢sen? 0,

gg;’,zi B —Rser?gbsenﬁ R;c])z,jbegoig = —R%sen ¢sen? 6,
de donde

(569) + (56m) + (Bey) =mme

Esta expresion se anula si @ = 0 o 8 = w, lo que corresponderia a los
polos norte Py y sur Ps. Pero estos puntos no quedan cubiertos por la
parametrizacion.
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Por otro lado, de las ecuaciones (2.1) se puede obtener la relacion

f = arccos (%) .

Ademds, al dividir cada miembro de la ecuacion y = Rsen ¢senf entre
la ecuacion x = Rcos ¢psend, se tiene que

¢ = arctan (%) .

Sea T la union de la circunferencia en S%% determinada por x = 0 y por
la semicircunferencia en S%% definida mediante las relaciones y = 0,z > 0.
Entonces las relaciones obtenidas para ¢ y 6 describen una funcién inversa
entre S% \ T y un subconjunto de Q.

De esta forma, ¢ es una parametrizacion local de los puntos de la esfera
contenidos en S% \ I'. Esta parametrizacion provee a la esfera S%% de un
sistema de coordenadas locales (¢, 6). >

Observacién. Al parametrizar una porcién de una superficie mediante las
coordenadas (u,v) € Q@ C R2, podemos estudiar cualquier objeto definido
en la parte parametrizada de la superficie mediante las coordenadas (u,v).
Asi, por ejemplo, si alguna funcién estd definida sobre la esfera S% y las
coordenadas en S%% son las del mapa (¢, 0), entonces podemos estudiar la
funcién expresada en estas coordenadas y no en las del espacio ambiente
x,1, 2. De hecho, en varios textos de geometria se acostumbra un abuso de
notacién (que por lo general no lleva a mayores confusiones), identificando
las coordenadas (u,v) con el punto ¢(u,v) en la superficie.

Ejemplo 2.9. Considérese el hiperboloide de dos hojas en R3, definido

por la ecuacion
R*=22—2>—9* R>0.

Si consideramos la hoja superior z > 0 denotada por L?, entonces una
parametrizacion local (z,y,z) = ¢(¢,0) viene dada mediante coordenadas
pseudoesféricas utilizando las relaciones

x = Rsenh6cos o,
= Rsenh68sen ¢,
z = Rcosh,
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donde (¢,0) € Q= (0,27) x R.

De manera andloga al caso de la esfera, a la imagen de la linea horizontal
0 = constante bajo ¢ le llamaremos un paralelo del hiperboloide, mientras
que a la imagen bajo ¢ de la linea vertical ¢ = constante le llamaremos un
meridiano. (Véase la figura 2.7.)

(¢,0)

Figura 2.7: Hoja superior del hiperboloide.

Con un cdlculo directo obtenemos

D(z,y) —Rsenhfsen¢ Rcoshfcosgo

= _ _p2
D(¢,0) Rsenhfcos¢ Rcoshfseng | R*senh 6 cosh,
D(y,z) | Rsenhfcos¢ Rcoshfseng | )
D(¢,0) ' 0 Rsenh 6 = R"senh” 0 cos ¢,
Yy
D(z,2) _ 0 Rsenhd 9 5
D(¢,0) ‘ —Rsenhfsen¢ Rcoshfcoseo | R* senh” 0 sen ¢,
de donde

(i) + (i) + (55) =0 vammren

el cual es diferente de cero si 0 # 0.
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Si omitimos la hipérbola T C L? definida por
I'={(z,y,2) € L*| = 0},

se tiene una carta definida en U = L? \ T mediante las relaciones

¢ = arctan (g),
# = arccosh <%),

Esto hace de ¢ una parametrizacion de la region (L2 \T') C L? y provee a
esta region de un sistema de coordenadas (¢, 0). >

2.2 Caracterizaciones de las superficies

En esta seccién revisaremos algunos métodos para obtener una gran va-
riedad de ejemplos de superficies. Primero mostraremos que la grafica de
cualquier funcién diferenciable definida en una regién del plano es una su-
perficie diferenciable S C R3.

Lema 2.10. Sean Q una region de R? y f : Q — R una funcién diferencia-
ble. Entonces la grdfica de f es una superficie diferenciable.

Demostracion. Si S es la grafica de f en R3, basta definir la parametrizacién

SO(U) U) = (x(uv U)’ y(u’ U)v Z(“? U))

como r =u, y =v, z= f(x,y) = f(u,v) para (u,v) € Q. Es claro que
la proyeccién (z,y, z) — (x,y) restringida a S define una carta global para
S. O

A continuacién mostraremos una forma de definir localmente a una su-
perficie diferenciable, como la imagen inversa de un valor regular de una
funcién F definida en un conjunto abierto © de R? con valores reales.

Definicién 2.11. Sean F : Q C R? — R una funcién diferenciable y p € Q.
Decimos que p es un punto regular de F' si DFj, no se anula. Decimos que
a € R es un valor regular de F si cualquier punto p € F~!(a) es un punto
regular.
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Notamos que si a es un valor que no esta en la imagen de F', entonces a
es un valor regular.

En las coordenadas (z,, z) de R3, DF, no se anula si y sélo si alguna
de las derivadas parciales

oF OF OF
%(p), g(p), afy(p),

es distinta de cero; esto es, si y sélo si el vector gradiente

OF OF OF
Ve = (aam)

es distinto de (0,0,0).

Figura 2.8: Superficie de nivel de una funcién diferenciable.

Lema 2.12. Sean F : Q@ — R una funcion diferenciable y a € F(Q) un
valor reqular de F'. Entonces el conjunto de nivel de F' en a, definido por

S=Fa)={ (z.y,2) €Q| Flz,y,z) =a },

es una superficie diferenciable y es un conjunto cerrado en R3.
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Demostracion. Sea py un punto regular en F~1(a). Entonces el gradiente
de F' no se anula en pg.

Supongamos sin pérdida de generalidad que %—f(po) # 0. Por el teorema
de la funcién implicita (teorema 0.28), existe una vecindad Q' de (xq, yo)
en R? y una funcién f(z,y) definida en €' tales que un punto (z,v, z) esté
en QN F~(a) siy sélo si z = f(z,y). Es decir, F~!(a) se puede describir
localmente como la gréfica de la funcién z = f(x,y). Por el lema anterior se
tiene que F~!(a) es una superficie diferenciable. S es un conjunto cerrado,
pues es la imagen del conjunto cerrado {a} bajo la funcién continua F.
(Véase la figura 2.8.) O

Ejemplo 2.13. Sea E el elipsoide en R? definido mediante

2 2 2
x Y z¢
?4—72_'—072_1 }

E:{(x,y,z) .

Veremos que E es una superficie diferenciable, mostrando que es la imagen
inversa de un valor regular.
Se tiene que E = F~1(0) para la funcion

2 2 2
T Y z
F(x’y’z)ZI_(CLQ+l)2+CQ)'

oF o8 OF\ _( 2 3y %
ox’ oy’ 9z ) a2’ b2’ 2

se anula si y sdlo si x =y = z = 0. Pero el punto (0,0,0) no pertenece a
FE, de donde todos los puntos de E son requlares. Por el lema 2.12, E es
una superficie diferenciable en R3. >

El gradiente

Ejemplo 2.14. El hiperboloide de dos hojas en R? es el conjunto

HZ{(x,y,z)\ 1= _x2_y2+z2}.

Si definimos la funcion diferenciable F(z,y,z) = 2> — 2% — y?, entonces

el hiperboloide estd dado por H = F~1(1). El gradiente de I estd dado por
VF = (—2z,—2y,2z) y se anula sdlo si (z,y,z) = (0,0,0). Como tal punto
no estd en H, el lema 2.12 implica que H es una superficie diferenciable.
(Véase la figura 2.9.) Notemos que H es un conjunto disconexo. >
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Figura 2.9: Hiperboloide de dos hojas.

A continuacién se demuestra una version local de la afirmacién reciproca
del lema 2.10.

Lema 2.15. Toda superficie diferenciable es localmente la grdfica de una
funcion diferenciable de dos variables.

Demostracion. Sean p un punto en Sy ¢ : 2 — U una parametrizacién de
una vecindad de p. Utilizando las coordenadas (u,v) en Q y (z,y, z) en R3,
sabemos que uno de los menores que aparecen en el tercer inciso del lema
2.6 es distinto de cero. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que
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Figura 2.10: Superficie diferenciable vista localmente como una grafica en
R3.

donde ¢(q) = p. Consideremos la proyeccién 7 de R? en el plano zy dada
por 7(x,y,2) = (z,y) y analicemos la composicién 7o ¢ :  — R? dada por

(7T o 90)(“>U) = W(%(U,U), y(”?“)v z(u,v)) = (.CI}(U,’U), y(u,v)).
Entonces

D(r o)y = ( Diz,y)

D(u,v)

Ty Ty
Yu Yo

) y det D(mog), = # 0

Por el teorema de la funcién inversa, existen vecindades V; C R> de gy V5 en
el plano xy de 7(p) tales que la transformacién diferenciable moy : Vi — Vs
tiene una inversa diferenciable, que denotamos por

u=u(z,y), v=uv(z,y).
Tenemos entonces que
z = z(u,v) = 2(u(z,y),v(z,y)) = f(z,y),

lo que implica que S es localmente la gréfica de la funcién f. (Véase la
figura 2.10.) O

El siguiente ejemplo nos muestra la utilidad del lema 2.15 cuando se
quiere demostrar que un objeto en R? no es una superficie diferenciable.
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Ejemplo 2.16. Veremos que la parte superior del cono circular recto C
definido por la ecuacion
2242 = 22
no es una superficie diferenciable.
Supongamos que C es diferenciable. Por el lema 2.15, C se puede ex-

presar cerca de (0,0,0) mediante alguna de las siguientes formas,

= f(‘rvy)7
z = h(y, 2),
Y= g((L‘,Z),

donde f, g, h son funciones diferenciables. Las dos ultimas expresiones pue-
den descartarse, pues las proyecciones correspondientes no son inyectivas.
Por dltimo, si z = f(x,y), entonces [ coincidiria con la funcidn \/x? + y?
en una vecindad de (0,0,0). Esto no es posible, pues /x> + y? no es dife-
renciable en el origen. (Véase la figura 2.11.) >

Vértice

Figura 2.11: Cono circular recto en R3.

Los lemas 2.10 a 2.15 se resumen en el siguiente resultado.

Teorema 2.17. Una superficie diferenciable S C R se puede definir local-
mente de alguna de las tres siguientes maneras:

a. La imagen inversa de un valor reqular de una funcion real y diferen-
ciable definida en una vecindad de S en R3.

b. La grdfica de una funcion real diferenciable, definida en una region
del plano R2.
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c. La imagen de una parametrizacion ¢ : Q — U C R3.

Este teorema nos ayuda a definir a una superficie diferenciable, uti-
lizando sélo argumentos locales. Asi, en adelante usaremos cualquiera de
estas tres caracterizaciones equivalentes para definir o denotar localmente a
una superficie diferenciable.

Los siguientes ejemplos muestran que las caracterizaciones locales de una
superficie S C R? dadas en el teorema anterior no siempre pueden extenderse
de manera global. En particular, el primer ejemplo muestra que no toda
superficie se puede ver como la imagen de una sola parametrizacién. El
numero minimo de parametrizaciones necesarias para cubrir a una superficie
estd determinado por su topologia. A esta caracteristica se le conoce como
categoria de la superficie.

Ejemplo 2.18. Sea S%% C R3 la esfera de radio R y centro en el origen.
FEs sabido que S?:{ es un subconjunto compacto de R3. Por esto, de existir
una carta global (S%,v), se tendria que ¥(S%) seria un conjunto compacto
en el plano, lo que contradice el hecho de que @b(S%) debe ser abierto, como
exige la definicion de superficie.
Por otro lado, la funcion F : R® — R dada por

F(z,y,2) = 2° +y* + 2°

define de manera global a S% como la tmagen inversa de un valor reqular:
S% = F~Y(R?).
La ecuacion x? + y? 4+ 22 = R? produce una funcién del tipo

z=flzy) = VR —2? —y?

definida en el conjunto Q) = { (z,y) |22 + 9% < R%}, cuya grdfica en R3
es el hemisferio superior que contiene al polo norte Py, pero sin frontera.
Para cubrir a S% con grificas de clase C' de este tipo, se necesitan seis
funciones como la que se menciona. (Véase el ejercicio 6 de este capitulo.)
La figura 2.12 ilustra cada una de estas posibilidades. >

Ejemplo 2.19. Considérese el cilindro circular recto C C R? definido por
la ecuacion

2 +y2=R% zeR.
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Uz

Us

Us

Figura 2.12: Parametrizaciones locales de S%z.

La parametrizacion dada por
r=Rcos¢, y=Rsen¢, z=Inr,

donde (r,¢) € (0,00) x (0,27), no cubre a C, pues omite a la recta definida
por las ecuaciones x = R, y = 0.
La funcién F(x,y,z) = 2 +y? si define de manera global a C debido a

que
C=FY(R),

stendo R un valor reqular.
De la ecuacion x> 4+ y> = R? se puede obtener una funcion del tipo

y=flz,z) = R? — 22

que define al semicilindro de C dado por y > 0. Sin embargo, el cilindro
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C no puede ser definido de manera global como la grdfica de una funcion
diferenciable de dos variables. >

Ejemplo 2.20. Considérese el hiperboloide de dos hojas L? en R? definido
por la ecuacion
2?2 = R
La parametrizacion dada por las coordenadas pseudoesféricas o : Q — R3

parametriza solo un subconjunto de la hoja superior L.
La funcion F : R?® — R dada por

F(z,y,2) = 2* —a® —
define a todo el hiperboloide como el conjunto F~1(R), siendo R un valor
reqular de F'.
Por dltimo, la hoja superior de L? se puede definir de manera global
como la grdfica de la funcion

z=f(z,y) = VR + 22 + y?

con (z,y) € R%2. No obstante, L?> no puede ser definido de manera global
como la grifica de una funcion de dos variables. >

Damos ahora otros ejemplos de superficies diferenciables en R3.

Ejemplo 2.21 (Superficies de revolucién). Considere una curva T' con-
tenida en el plano xz, que no corte al eje z, y definida en un intervalo J
mediante las ecuaciones x = f(u) y z = g(u), donde f,g : J — R son
funciones diferenciables. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que
f(u) > 0 para todo u € (a,b).

Al hacer rotar tal curva T alrededor del eje z en R3, se obtiene una
superficie S cuya parametrizacion local p(u,v) = (z,y, z) viene dada por

x = f(u)coswv,

y = f(u)senv,
z = g(u),

definida para (u,v) € J x (0,27) = Q. Omitimos la prueba de que ¢ es una

parametrizacion de la superficie de revolucién S, pues sigue el mismo
esquema de casos anteriores.
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/
(Coo\"
NI —

Figura 2.13: El toro de dimensién 2 en R3.

A la imagen de la linea u = constante bajo ¢ le llamaremos un paralelo
de S, mientras que a la imagen bajo ¢ de la linea v = constante le llamare-
mos un meridiano de S.

Para ilustrar este tipo de superficies, consideremos la circunferencia de
radio R con centro en (a,0) en el plano (x,z) parametrizada por

x=Rcosu+a, 2z= Rsenu,

donde u € (0,27), 0 < R < a. A la superficie de revolucion obtenida se le
llama el toro de dimensién 2 y se denota por T?. (Véase la figura 2.13.)
De esta manera, una parametrizacion local de T? wviene dada por las

ecuaciones
r = (Rcosu+ a)cosv,
y = (Rcosu+a)senv,
z = Rsenu,

donde (u,v) € (0,27) x (0,2w) = Q. No es dificil verificar que bajo tal
parametrizacion, se omite un meridiano, pero también un paralelo en T2.
(Véase la figura 2.13.) >

Finalizamos esta seccién con un breve comentario sobre las transforma-
ciones de transicion, también llamadas cambios de coordenadas.

Sean (U, ) y (U, $) dos parametrizaciones alrededor de un punto p € S.
Entonces p € UNU y por lo tanto existen puntos (uo,v0) vy (G, ?p) tales
que

p(ug,vo) = p = $(to, Vo),
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lo que implica que

1

¢ o p(ug,v0) = (fios %) vy ¢ o @i, o) = (uo, vp)-

Las transformaciones:

denotada por

denotada mediante
u=u(u,0v) y v=ov(g,0),

se llaman las transformaciones de transicién (o de cambio de coor-
denadas). La figura 2.14 ilustra estas transformaciones.

[S31

m u

Figura 2.14: Transformaciones de transicién en una superficie.

Ejemplo 2.22. Consideremos de nuevo a la esfera S%%. Recordemos que en
el ejemplo 2.2 usamos las proyecciones estereograficas desde los polos norte
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Py = (0,0,R) y sur Ps = (0,0, —R) para obtener dos parametrizaciones
o1 :R?2 = SE\{Pn} y p2: R — S5\ {Ps}. Observemos que

W = (8% \ {Px}) 0 (S} \ {Ps}) = S} \ {Px. Ps)

y que en cada caso o (W) = ¢, '(W) = R? — {0}. Para calcular la
transformacion de transicion oy o o1 @ @7 H(W) — @y '(W) utilizamos
las relaciones del ejemplo 2.2, obteniendo

- - R*u
@ o= e = e
- B R%*v
v o= ’U(u, U) = m
Obsérvese que i y U son funciones diferenciables en R? — {0}. >

Por el momento sdlo estudiaremos el caso de las superficies vistas como
subconjuntos de R3. Sin embargo, en la segunda parte de esta obra estu-
diaremos el caso de las superficies vistas como entes abstractos, sin hacer
referencia a un espacio ambiente. En este contexto mas general, los cam-
bios de coordenadas jugardn un papel central, pues estaran definidos como
transformaciones entre conjuntos abiertos de espacios euclidianos. Como
ilustracién de su uso estudiaremos las funciones definidas en regiones de
una superficie en R3 con valores vectoriales en un espacio euclidiano R”.

Sean f : S — R™ una transformacién definida en la superficie S, p un
punto arbitrario de S'y ¢ : 2 — U una parametrizaciéon de una vecindad
de p. Podemos definir una transformacion h :  — R™ de tal forma que

h(u,v) = (f o @)(u,v) = f(q),

con g = ¢(u,v) € U. Decimos que h es una representacién de f en las
coordenadas (u,v). (Véase la figura 2.15.)

Si (f], ©) es otra parametrizacién alrededor de p, de modo que f cuente
ahora con una representacién h(@, ¥), tenemos que

h=fog.
En términos del cambio de coordenadas,

h=fop=/fo(pop HNog=(fop)ol(p
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I
.

h=fop

Figura 2.15: Representacién de f.

Como ¢! o @ es diferenciable, podemos deducir que la representacién h es

diferenciable si y sélo si la representacién h es diferenciable.!

Esta discusién muestra la utilidad del cambio de coordenadas para defi-
nir la diferenciabilidad de una funcién por medio de la propiedad correspon-
diente de una representacién: Las propiedades del cambio de coordenadas
hacen que la diferenciabilidad no dependa de la representacion.

Definicion 2.23. Sea S una superficie diferenciable. Una transformacién
f 5 — R” es diferenciable en el punto p € S si y sélo si existe una
parametrizacién (U, ¢) alrededor de p tal que la representaciéon h = f o ¢
es diferenciable en el punto (ug,v9) = ¢ *(p). Se dice que la funcién f es
diferenciable en S si lo es en cada punto p € S.

Ejemplo 2.24. Sea S una superficie diferenciable y sea (U, ) una para-
metrizacion de una vecindad de un punto p € S. Se afirma que la carta
= ol U — Q es diferenciable en p, en el sentido de la definicion
anterior.

En efecto, la funcion 1 tiene la representacion h : Q — Q dada por

h(u,v) = (¥ o @) (u,v) = (u,v) = 1d(u, v),

'Esto es equivalente a que las transformaciones de transicién ¢! o  sean diferencia-
bles.
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la cual es diferenciable. >

2.3 El espacio tangente

En la seccién 0.8 establecimos una diferencia entre cada punto p de R? y
los vectores anclados en dicho punto, definiendo su espacio tangente TpRS.
Utilizaremos esta distincion para definir el espacio tangente a la superficie
S en un punto p.

Definicién 2.25. Sea S una superficie en R? y p € S. El conjunto de
vectores anclados en p dado por

{€ € T,R? | existe v : (—€,€) — S, con 7(0) =py §(0) = &}
se llama el espacio tangente a S en p, y se le denota por 7,,S.

Asi, T),S es el conjunto de vectores tangentes a todas las curvas con-
tenidas en la superficie S y que pasan por el punto p. Observe que, en
general, S y T,S son dos conjuntos muy distintos y que la distincién en-
tre los puntos de una superficie y los vectores tangentes es evidente. Como
habiamos senialado con anterioridad, esta diferencia se obscurece en los casos
de R? y R3.

La definicién 2.25 es adecuada para nuestros fines. Por desgracia, tiene
un defecto: A diferencia de T,R? o T,R3, no es claro de la definicién que 7,9
sea un espacio vectorial. La siguiente proposicién nos dice que 7,5 es en
realidad un espacio vectorial, dado por la imagen de los vectores tangentes
al punto ¢ € Q bajo la diferencial dy, de una parametrizacién. (Véase la
figura 2.16.)

Proposicién 2.26. Sea ¢ : Q C R? — S una parametrizacion de S en el
punto p = p(q), q € Q. Entonces la imagen de Tq]R2 bajo dy, es el espacio
tangente a S en p; es decir,

T,S = dp,(T,R?).

Demostracion. Sea § € T),S. Entonces existe una curva y: J = (—¢,e) — S
tal que v(0) =py §(0) =&
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Sy

Figura 2.16: Espacio tangente 7},S a la superficie S en el punto p.

Considérese la curva 3 = ¢ Loy : J — € es decir, v = p o 3. Tenemos

que ((0) = ¢q. Ademds, se tiene que para t € J,

Y(t) = dpgay (B(2))-

En consecuencia, si 3(0) = 7 € T,R?, tenemos que dy,(n) = &, lo que dice
que £ estéd en dp,(T,R?).

De manera reciproca, sea £ € dy,(T,R?). Entonces existe n € T,R? tal
que dypy(n) = £. Considérese ahora la recta B(t) = ¢ + tn. Es claro que
B(0) = q y que 3(0) = 7.

Si se define v(t) = ¢(B(t)), en este caso se tiene que

(1) = dpge (B(2)),
con lo que §(0) = dyy(n) = &, lo que dice que £ € T,S y concluye la prueba
de la proposicién. ]

Sean S una superficie diferenciable y ¢ : 2 — S una parametrizacién
de S. Dada una curva v : J — S se tiene que existe 8 : J — (2 tal que

V() = @(B(2))-
Si escribimos ((t) = (u(t),v(t)) y ¢ = ¢(u,v) se tiene entonces que

(1) = Selult), o)) = pui(t) + @it
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donde
_ Oy Oy
Pu = ou’ Yo = ov’

Por lo tanto, si 4(0) es un vector tangente a S en el punto p = ¢(q), se
tiene que
Y(0) = @u(q)u(0) + ¢u(q)0(0).
Esto dice que cualquier vector tangente £ se puede expresar como combi-
nacion lineal de los vectores ¢, (q) y vu(q). Ademas, el lector puede verificar

que ¢u(q) ¥ ¢u(g) son linealmente independientes. De esta forma, T),S es
un espacio vectorial real de dimensién 2, con una base dada por {¢y, ¢u}4-

Ejemplo 2.27. Considérese la esfera S%z de radio R en R3. La parametri-
zacion por coordenadas co-geogrdficas estd dada por

©(¢,0) = (Rcos ¢psenf, Rsen ¢ sen b, Rcosh),
de donde

vy = (—Rsengsend, Rcospsend,0),
w9 = (Rcos¢pcosb, Rsen¢pcost,—Rsend).

La base del espacio tangente a S% en el punto o(m/2,7/2) = (0, R,0)
estd formada por los vectores

wp(m/2,7/2) = (0,0,—R), ¢y(n/2,7/2) =(—R,0,0),
con lo que cualquier vector £ € T(prho)S% es de la forma
¢ = (=R,0,0)w' + (0,0 — R)w? = (—Rw",0, —Rw?)

En particular, esto muestra que el plano tangente en (0, R,0) es paralelo
al plano xz. >

Ejemplo 2.28. Consideremos la parametrizacion ¢ de la hoja superior L?
del hiperboloide de dos hojas dada por

x = Rsenh6cosa,
= Rsenh68sen ¢,
z = Rcosh,
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con (¢,0) € (0,27) x R = Q.
SiqeQyp=p(q), entonces

vy = (—Rsenhf@sen¢, Rsenh cos¢,0)
vg = (Rcoshf cos¢, Rcoshf sen ¢, Rsenh0)

lo que nos dice que

£ = a1pg(q) + azpo(q)
= a1 R(—senh#6sen ¢,senhcos ¢,0)|,

+agR(cosh 6 cos ¢, cosh 6 sen ¢, senh 0),,

es la expresion general para cada vector £ € TpLQ. >

Ahora considérese el caso cuando la superficie S puede describirse local-
mente mediante una ecuacién de la forma

F(z,y,2) = 0.

Siy(t) = (x(t),y(t), 2(t)) es una curva sobre la superficie S se tiene que

de donde p OF OF OF
= G E0) = Gt + i) + G

Esto nos dice que el vector gradiente en el punto (¢) dado por

0

VE

oF oF oF
(@) =

5. 00). 500). 5

z

()

es normal al plano 7,5, pues el vector (Z,7, ) es tangente a S en 7(t)
por definicién.

Si € es cualquier vector tangente en 7,5, tenemos que (VF),, &) =0, que
es la forma vectorial de la ecuacién del plano tangente.

Ejemplo 2.29. Consideremos un cono C' con vértice en el origen de coor-
denadas, definido en las coordenadas cartesianas de R? por la ecuacion

ZZ—wQ—yQZO.
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La funcion

F($,y,2):22—$2—y2

define al cono como la imagen inversa de 0: C = F~1(0). El gradiente de
F es

vF’(z,y,z) = (—QLU, _2y7 22)7

que se anula en el punto vértice del cono (0,0,0). Esto dice que 0 no es un
valor regular de F'. Ademds, en el punto (0,0,0) del cono no estd definido
el espacio tangente. >

2.4 La primera forma fundamental

En esta seccién definimos el concepto de primera forma fundamental para
una superficie, y a partir de éste revisaremos las definiciones de longitud de
curva, area de una regién y angulo entre dos curvas.

En lo que resta del capitulo utilizaremos el producto escalar en el espacio
euclidiano R3 dado por

(& n) =&t +En* +

Sabemos que la norma de un vector £ € R3 es calculada a partir de la
férmula

€]l = /(& €)-

Més atin, si v : [a,b] — R? es una curva diferenciable y /() denota la
longitud de la curva en el intervalo [a, b], entonces

b
o) = / @l d,

donde t € [a, b].

Sean S C R3 una superficie diferenciable y (, ) en R3 el producto escalar
euclidiano usual. Usamos (, ) para heredar un producto escalar (, ), en 7,5
de la siguiente forma. Si &,n € T},S entonces definimos

(& mp = (&m),
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lo que llamaremos la primera forma fundamental de S en p.?

Del algebra lineal sabemos que un producto escalar tiene asociada una
matriz, la cual calcularemos a continuacién.

Sean ¢ : 2 — S una parametrizacion con coordenadas (u,v) y y:J — S
una curva tal que

Y(0) =p, (0)=¢
La curva ~ se puede escribir, como ya lo hemos mencionado, de la forma
v(t) = o(u(t), v(t)) para alguna curva (u(t), v(t)) en .
Entonces, debido a que §(0) = @(0)py + 0(0)p,, tenemos que

15(0) 1> = (¥(0),5(0)) = (@(0)u + ©(0) 0w, @(0)u + 0(0)u),

de modo que la norma de £ = 4(0) se calcula mediante

€112 = @(0)* (0w, pu) + 20(0)0(0)(Pu, ) + 0(0)* {0y, Pu).

Denotamos
E = <Q0uvspu>a
Fo= {pu, pv) = (pv, Pu),
G = <3011790v>7

para escribir lo anterior como

€12 = Ba(0)? + 2Fu(0)5(0) + Gi(0)?
- aoion (4 &) (5 )= (F &)

donde ¢7' denota la transpuesta del vector (columna) €.
Definicion 2.30. La matriz simétrica dada por

E F

F G

se llama la matriz de coeficientes de la primera forma fundamental de S
en el punto p.

2En cursos més avanzados, donde se extienden estas ideas a ambientes mas generales,
la primera forma fundamental también se suele llamar métrica riemanniana.
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Observacién. Cuando se extiende el concepto de primera forma funda-
mental a ambientes de dimensién mayor, se acostumbra denotar por (g;;) a
esta matriz de coeficientes.

Para cada punto p en la imagen de la parametrizacién se obtiene una
matriz de la primera forma fundamental, lo que nos indica que en una
vecindad de tal punto se obtiene toda una familia de matrices. Cada matriz
define un producto escalar en el espacio tangente correspondiente, heredado
por el producto escalar del espacio ambiente R3.

A continuacion calcularemos las matrices de coeficientes de la primera
forma fundamental para algunas superficies.

Ejemplo 2.31. Sea P un plano que contenga al punto q, paralelo a los
vectores ortonormales &1 y &. Entonces la transformacion ¢ : R? — P dada
por

p(u,v) = g+ ué +vés

es una parametrizacion global de P. Para cada punto p € P se cumple

90u=§1, 20 262-

Los coeficientes de la primera forma fundamental en cada punto de P
son

E = <90u730u> = <§1;£1> =1,
F = <90u790v> = <§17€2> =0,
G = (pv,00) =(&2,&) =1.

Esto es, en cualquier punto la matriz de coeficientes de la primera forma
fundamental en P es la identidad. >

Ejemplo 2.32. FEl cilindro circular recto C' se define en términos de la
ecuacion z? +y% = 1, con z arbitrario.

Una parametrizacion local estd dada por ¢(u,v) = (cosu,senu,v) donde
ue€ (0,2m), v eR.

Un cdlculo directo prueba que en el punto p = ¢(u,v) tenemos una base
de T,C' formada por los vectores

oy = (—senwu,cosu,0), ¢, =(0,0,1).
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Por lo tanto, los coeficientes de la primera forma fundamental en C' son

E = <90u7§0u> =1,
F = <(Pu780v> =0,
G = (‘Pw‘pv) =1

Como en el ejemplo anterior, se tiene que la matriz de coeficientes en
cada punto de C' es igual a la identidad. >

Ejemplo 2.33. Considérese a la esfera S%, parametrizada localmente por
las coordenadas co-geogrdficas (¢,0).
Se ha obtenido ya que

vp = (—Rsen¢send, Rcosgpsend,0),
w9 = (Rcos¢cosh, Rsen¢ cos, —Rsenf),

de modo que

E = {(pg ps) = R*sen’0,
F = <Q0(9, 90¢> = O’
G = (pg,p0) = R,

son los coeficientes de la primera forma fundamental de S% en el punto

(d)a 6) >

Ejemplo 2.34. Consideremos ahora una superficie de revolucion S C R3
obtenida al hacer girar alrededor del eje z una curva I' parametrizada por
= f(u) yz=g(u), u € (a,b), la cual no interseca a tal eje.

Una parametrizacion local de S esta dada por

p(u,v) = (f(u) cosv, f(u) senv, g(u)),

con (u,v) € Q= (a,b) x (0,2m).
De esta forma, si calculamos la base de T,S para cualquier punto p € S
se tiene

oo = (f'(u)cosv, f'(u)senv, ¢'(u)),
oo = (—f(u)senv, f(u)cosv, 0),
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donde (") denota la derivada ordinaria respecto a u. FEsto nos lleva a que
los coeficientes de la primera forma fundamental son

E = (puu) = f'(u)?+g(u)?
F = <‘70u7§0v> =0,
G = (puv,py) = f(u)2

Para ilustrar esto, en el caso del toro T? se tienen las funciones
f(u) =a+ Rcosu y g(u)= Rsenu,

de donde, la matriz de coeficientes de la primera forma fundamental para el

toro T? estd dada por
R? 0
0 (a+ Rcosu)?

para la parametrizacion en cuestion. >

2.5 Longitud y angulos en superficies

Sea S C R3? una superficie diferenciable y sea v : [a,b] — S una curva
diferenciable en S. Vista desde el espacio ambiente R?, la longitud de la
curva v C S se calcula mediante la férmula

b b
t= [ hola = [ VEHiwa:
(Véase la figura 2.17.) Como ~(t) = p(u(t), v(t)) entonces tenemos que

(¥(®),4(t)) (putt(t) + @0 (t), puti(t) + u0(t))
= {pu, Pu) U (t) + 2(pu, u)u(t)i(t) + (o, o) 0> (t)

= Eu’(t) + 2Fu(t)o(t) + Goi(t),

lo que implica que, desde el punto de vista de la superficie, la longitud £ se
calcula por

(= / ’ VEG2(t) + 2Fu(t)o(t) + Go2(t) dt
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Al estilo del cédlculo, usaremos la notacion de las diferenciales para es-
cribir de otra manera la expresién anterior. Recordemos que @ = du/dt y

0 = dv/dt y escribamos
AN
dt) — dt?’

y de manera similar para dv/dt, de modo que

VE@() + 2Fu(t)o(t) + Go2(t) dt = VE du® + 2F dudv + G dv?;

denotaremos por ds? a la expresion dentro de la raiz® y la usaremos como
otra notacién para la primera forma fundamental; asi,

ds?> = Edu® + 2F dudv + G dv?;

o bien, en forma matricial,

dsQZ(dudv)<§ g)(gg)

Observacién. En cursos mas avanzados se da un significado formal a
expresiones como du o dv. Por el momento, usaremos estas notaciones sélo
de una manera intuitiva.

Ejemplo 2.35. Consideremos los siguientes ejemplos ya conocidos, con la
notacton dada.

a. Para el plano P y la parametrizacion p(u,v) = q + u& + véa, la
primera forma fundamental se escribe

ds® = du® + dv>.

b. Para el cilindro circular recto en coordenadas (u,v), la primera forma
fundamental se escribe

ds® = du® + dv®.

3En algunos contextos, ds se llama la diferencial de longitud de arco.
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Figura 2.17: Longitud de arco en la superficie S.

c. Para la esfera S% en coordenadas co-geogrdficas la primera forma fun-
damental se define por

ds* = R%(sen® 0 d¢?* + db?).

d. Para el toro T? obtenido como una superficie de revolucién con coor-
denadas (u,v), tenemos que

ds? = R*du® + (a + Rcosu)?dv?.
>

Considérense dos curvas diferenciables v;,v2 : J — S que se intersecan
en un punto 71, (tp) = 72(tp), y cuyos vectores tangentes son respectiva-
mente & = Y1(to) y &2 = J2(to). Desde el espacio ambiente el Angulo entre
las curvas en el punto comun p = v;1(tg) = v2(to) se calcula mediante

(€1, &2) > '

angulo(y1,72) = arccos <

[iSEiliEs|
Ya que & y & estan en el espacio tangente 7,5 entonces
angulo (y1,72) = arccos <<§1’£2>p> :
1€1llpll€21l,
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Aqui se entiende que el producto escalar de los vectores tangentes &1 y
&5 en la primera forma fundamental inducida en .S se calcula por

(€1,6) =& ( ? g >§1-

2.6 Area de regiones

Sean S C R3 una superficie diferenciable y ¢ : Q — S una parametrizacién
de una cierta regiéon R C S. Dado un punto p € Ry q € Q2 tal que ¢(q) = p,
se tiene que {yy(q), pu(q)} generan al plano tangente 7),S. Si se considera
dA como un infinitésimo del area de R alrededor del punto p, se tiene que

dA = ||y du X @, dv|,

con lo que, hasta un infinitésimo (véase la figura 2.18), en cualquier punto
p € R se cumple
dA = ||y X pylldudv.

De esta manera, para calcular el area de la regién R es necesario calcular
la integral de esta expresién sobre todo el dominio. Esto nos lleva a la
siguiente definicion.

es dv

9 ¢ du

u

Figura 2.18: Area de una superficie diferenciable.
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Definiciéon 2.36. Definimos el area de la region R C S como
Area (R) = / llow X ul|dudv.
Q

Observacion. Si 6 denota el dngulo que forman los vectores tangentes
basicos ¢, v ¢y, entonces

leu X @ull®> = lleull®lleull® sen? 8 = [loull|l@ul|* (1 — cos® 6)
= lleullPlleol® = lleul?leol?
= <@u;90u><90v790v> - <§0u7901)>2

FE F
_ 2
= EG-F ‘F a

cos’ 0

)

de donde se obtiene
lou X @oll = VEG — F2.

Por lo tanto, el area de la regién R se calcula mediante la férmula

Area(R) = / VEG — F?dudv.
Q

Ejemplo 2.37 (Area del toro). Considérese la parametrizacion de una
region del toro T? C R3, ¢ : Q — R3, dada en las coordenadas

o(u,v) = ((a + Rcosu) cosv, (a+ Rcosu)senv, Rsenu),

donde el dominio de parametrizacion 2 estd dado por 0 < u < 2w y 0 <
v < 2.
Los coeficientes de la primera forma fundamental sobre el toro son

R? 0
0 (a+ Rcosu)?

EG — F? = R?(a + Rcosu)?

lo que implica que

Para € > 0 consideramos al conjunto

Qe = (6,21 —€) X (,2m —€) C Q
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y calculamos el drea de ¢(Q2). Después calculamos el limite cuando € — 0
para obtener el drea del toro. Esto es, consideramos

2m—e

2m—e
/ VEG — F?dudv = / v/ R2(a + Rcosu)2du dv.
Qe € €

Utilizando el teorema de Fubini, se ve que la ultima expresion es igual a

2m—e
(27 — 2¢) / R(a+ Rcosu)du = R(2ma — 2ae + R(sen(2m — €) — sene)).

Ya que sélo un meridiano y un paralelo no son cubiertos por la parametri-
zacion y este conjunto tiene drea cero en el toro, se sigue que

Area(T?) = hm \/EG F2dudv

= hn%( m — 2€)R[2wa — 2ae + R(sen(2mw — €) — sene)]

de modo que el drea del toro es 4w%aR. >

Ejemplo 2.38 (Area de la esfera). Para calcular el drea de S%, utilizamos
la parametrizacion por coordenadas co-geogrificas.
Ya que la matriz de coeficientes de la primera forma fundamental en S%%

R%sen?6 0
0 R?

y la parametrizacion omite un meridiano, entonces podemos usar un razo-
namiento andlogo al del ejemplo anterior para obtener que

2T
Area (S%) / /Vmwﬁwm—%ﬁ/%wwzmﬁ

€s

como era de esperar. >

2.7 Superficies isométricas

Uno de los principales problemas en la matematica es la clasificacién de obje-
tos que tienen las mismas caracteristicas: algebraicas, topolégicas, métricas,
etcétera.

El problema de clasificacion de las superficies de acuerdo con sus propie-
dades métricas se resuelve a través de la idea de isometria.
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Definicién 2.39. Sean 51,5 C R3 dos superficies regulares.

a. Una transformacion f : 51 — S5 es una isometria entre las superficies
S1y So siy sélosi f es un difeomorfismo tal que para todo p € S
y cualquier pareja de vectores £1,&2 en el espacio tangente 1,51 es
valida la igualdad

(€1, &2)p = (dfp(&1), dfp(§2)) £ (p)-

S1 y S2 son (globalmente) isométricas si y sélo si existe una
isometria f: S1 — Ss.

b. Una transformacién f : S — So es una isometria local en p € S si
y sélo si existe una vecindad U de p en S; tal que f|y: U — f(U) es
una isometria. f es una isometria local si y sélo si f es una isometria
local en p para todo p € 57.

S1 y S9 son localmente isométricas si y sélo si existen isometrias
locales f:51 — Sy y g: Sy — 5.

Desde el punto de vista geométrico, la definicién de isometria (local o
global) nos habla de la preservacién del producto escalar en 7,5; bajo la
diferencial de df}, al tangente Ty (,)S2. Ademas, la relacién “ser isométricas”
es una relacion de equivalencia en el conjunto de superficies, como se puede
verificar en forma directa.

Observacion. Veamos qué ocurre en términos matriciales. Si 1 : 1 —
Uy C 51y pa: Qo — Uy C 59 son parametrizaciones locales de las superfi-
cies S1y Sz, de modo que

E F E F
a-(ra) v e-(Fg)
son las primeras formas fundamentales correspondientes en Uy y Us y

_(9f
A‘(m)p

es la matriz jacobiana de una transformacién f : Sy — So, entonces f es
una isometria en p si y sélo si

=" (7 g )¢
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es igual a

Wl = i (F & ) di©

T, o~ o=
" (5e), (7 ¢ ) (5) ¢
ox ), \ F G ox ),
para cualesquiera vectores £, n € 7},51. Esto nos dice que f es una isometria
en p si y sélo si la ecuacién matricial

(E FN\_ (N (E F\(0f\ _ .r
G1—<F G>—(ax> (ﬁ é)(w);“*“

p

O

es vélida en p.

Supongamos que S7 y S son localmente isométricas y sea f : Uy — Us =
f(Uy) C S una isometria local alrededor del punto p € S;. Supongamos
ademas que ¢ : 2 — U; es una parametrizacion de U; con coordenadas
(u,v). La composicién

p=fop:Q—=Us

es una nueva parametrizacién de la vecindad Us del punto ¢ = f(p), con las
coordenadas (u,v). En otras palabras, f hace corresponder al punto en U
con coordenadas (u,v) el punto en Us con las mismas coordenadas. Para
que se preserve el producto escalar en 7,52, bastara entonces que

E F\ (EF
F G) \F @
En este caso, la igualdad implica que la longitud de una curva +; en 5

dada por las ecuaciones u = u(t),v = v(t) tiene la misma expresién que la
longitud de la curva correspondiente v2 = f(71) en Ss.

Por otro lado, si f : 51 — S5 es un difeomorfismo y

ds’ = Edu®+2Fdudv+ G dv?
ds? = Edu®+2F dudv + G dv?
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son las primeras formas fundamentales correspondientes en Sy y So, se tiene
que

Uy) = /\/Edu2+2qudU+de2
7

= /‘Jﬁmﬂ+2ﬁmmu+émﬂ=aw)
72

Ya que la curva y; C Sp es arbitraria, los integrandos coinciden para
cualesquiera valores de du = udt, dv = vdt. Pero esto ocurre si y sélo si
E=E,F=FyG=0G.

Hemos demostrado el siguiente resultado importante.

Teorema 2.40. Con la notacion anterior, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a. f es una isometria local.
b. E=E, F=F yG=G.

c. {(y1) =L(f o) para toda curva ;.

De aqui se desprende el siguiente resultado.

Corolario 2.41. Suponga que existen parametrizaciones de Sy y So defini-
das en una misma region §) dadas por

1: 92— 851, @2:0— 5,

tales que en las coordenadas (u,v) los coeficientes de las primeras formas
fundamentales de Sy y Sy coinciden; es decir, E = E, F =F yG = G.
Entonces f = @g 0 gpl : 51 — Sy es una isometria local.

Ejemplo 2.42. Se ha visto que para cualquier plano P parametrizado por
v1(u,v) = p+ u& + vn la primera forma fundamental inducida en él por el
producto escalar usual en R3 estd dada por la identidad. Por otro lado, un
ctlindro parametrizado por

wa2(u,v) = (cosu,senu, v)
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también tiene a la identidad como matriz de coeficientes de la primera forma
fundamental en cada punto, de modo que el corolario 2.41 implica que el
plano y el cilindro son localmente isométricos. La isometria no puede ser
global; de hecho, C' y P no son siquiera homeomorfos.

Observe que un homeomorfismo global entre C y P llevaria curvas con-
traibles en curvas contraibles. (Véase la figura 2.19.) Por un lado, cualquier
curva cerrada v en P puede contraerse a un punto, debido a que no hay
“hoyos” en P. Por otro lado, C' contiene curvas cerradas no contraibles.

p ./q /”— ~\\\

Figura 2.19: P es localmente (pero no globalmente) isométrico a C.

Otra forma simple de visualizar la isometria local de P y C es como
stgue: Tomese un papel y mdrquese a dos puntos cercanos p y q sobre él,
después enrdllese para construir un cilindro. La distancia de p a q tanto en
P como en C es la misma. >

El siguiente ejemplo nos muestra que en ocasiones la isometria local no
es tan simple como en el ejemplo anterior, aunque la idea de enrollar una
superficie para obtener otra es la misma.

Ejemplo 2.43. Considere la superficie de revolucion Sy, llamada la cate-
noide, con la parametrizacion local dada por la funcion o1 : (0,21) x R —
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R3, donde

¢1(u,v) = (acosh v cosu, acoshvsenu, av)

y siendo a > 0. (Véase la figura 2.20.) Se tiene entonces
(01)u
(p1)v =

(—acoshvsenu,acoshvcosu,0)
(asenh v cosu, asenh v sen u, a)

Los coeficientes de la primera forma fundamental son

b ((21)us (01)u) = a? COShQU,
F o= F=((¢1)u(p1)v) =0,
G

((#1)w; (91)y) = a® cosh? .

S\

7
=7
=
=
=2
=2
==
=

Figura 2.20: Isometria local entre la catenoide y la helicoide.

Por otro lado, considere a la superficie llamada helicoide Sy, parame-
trizada localmente por la funcién o : (0,27) x R — R3, donde

w2(tt,v) = (v cost,vsent, att)
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con a > 0. (Véase la figura 2.20.)

Definase la funcion f: S1 — S de tal manera que su representacion h

en las coordenadas (u,v) de S1 y (4,0) de Sy tenga la regla de correspon-
dencia

h(u,v) = (u,asenhv) = (@, ).

Se afirma que f es una isometria local entre las superficies requlares S1 y

Ss.

En efecto, el jacobiano de h es

Dii &
— (u,v):’ 1 0 =acoshv > 0.

0 acoshv

Usando el teorema de la funcion inversa, tenemos que h es un difeomorfismo
local.

Considere la reparametrizacion local de Sy mediante py = f o 1 :
(0,27) x R — R? con la regla de correspondencia
w2 = (f o¢1)(u,v) = (asenh v cosu, asenh v sen u, au).

Las derivadas parciales de o son

(p2)y = (—asenhwvsenu,asenhvcosu,a),

(p2)y = (acoshvcosu,acoshvsenu,0),

lo que implica que en las coordenadas (u,v) los coeficientes de la primera
forma fundamental son

= = a?senh? v + a® = a® cosh? v
(Pu, ou) =

F <Q0u7 ()OU> - 0

(P, 0v) = a 2 cosh? v.

Qe

Por el corolario 2.41, se sigue que las superficies catenoide y helicoide
son localmente isométricas. (Véase la figura 2.20.) >
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2.8 Superficies conformes

Ma3s adelante introduciremos un criterio para decidir, con relativa facilidad,
si dos superficies son isométricas. Sin embargo, también veremos que la
exigencia de una transformacién que preserve distancias y angulos es muy
fuerte. En esta seccion reducimos el andlisis al caso de las transformaciones
que preservan angulos y mencionamos un importante resultado en este sen-
tido. Para esto necesitamos algunas definiciones.

Definicién 2.44. Sean S; y So C R? dos superficies diferenciables.

1. Una transformacién f : S7 — S9 es una aplicacion conforme entre
las superficies S1 y S2 si y sélo si f es un difeomorfismo y existe una
funcién A : S1 — R positiva y diferenciable tal que

(dfp(€1), dfp(&2)) r(p) = AMP)(€15 E2)p

para todo p € S7 y cualesquiera &1, &> € T),51.

S1y S son (globalmente) conformes o conformemente equiva-
lentes si y sélo si existe una aplicacién conforme f : .57 — Ss.

2. Una transformacion f : 57 — S2 es una aplicacién conforme local
en p € 57 si y sélo si existe una vecindad U de p en S; tal que
flu : U — f(U) es una aplicacién conforme. f es una aplicacién
conforme local si y sélo si f es una aplicacién conforme local en p
para todo p € 57.

S1y Sz son localmente conformes o localmente conformemente
equivalentes si y sélo si existen aplicaciones conformes locales f :
S1— 52y g:5 — 5.

Es claro que la relacién “ser conformes” es una relacion de equivalencia
entre las superficies.

El siguiente lema es un resultado que puede ser probado de igual forma
que el teorema 2.40.

Lema 2.45. Una condicion necesaria y suficiente para que dos superficies
S1 y So sean localmente conformes es la existencia de parametrizaciones
w1 Q= 51, pa Q2 — Sy, QC R?, tales que los coeficientes de las
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primeras formas fundamentales correspondientes sean proporcionales por la
misma cantidad positiva \(p). Esto es,

E(p) = Ap)E(®), F(p)=Ap)F(p), G(p)=Ap)G(p),
para cada p en €.

Observemos que una aplicaciéon conforme f : .S; — S5 preserva el angulo
entre vectores. De manera concreta, sean {1, &2 € T),51, 0 el angulo entre los

vectores dados y 0 el angulo entre los vectores imagenes df,(&1) v dfp(&2).
Entonces,

cosh = (&), dfy(&2))
df, (€)1 lldfp(E2)]

A(p)(dfp(&1), dfp(&2))
VA@ldfp (€)1 AP 1dfp (&)

(€1,&2)p

= ——"= = cosf.
1€1llp /1€l
Definicién 2.46. Sea (u,v) un sistema de coordenadas en la superficie S
tal que la primera forma fundamental en S es conformemente equivalente
a la euclidiana. Esto es, al considerar la parametrizacién ¢ : & — S con
coordenadas (u,v), la primera forma fundamental en S toma la forma

ds® = \u,v)(du® + dv?).

donde A = A(u,v) es una funcién positiva. Tales coordenadas (u,v) se lla-
maran isotermas y la primera forma fundamental se dice conformemente
plana.

Ejemplo 2.47. En el ejemplo 2.43 se mostrd que la catenoide con la para-
metrizacion
¢(u,v) = (asenh v cosu, asenh v sen u, au)

en las coordenadas (u,v) € (0,27) x R tiene la primera forma fundamental

a? cosh? v 0
< 0 CL2 COSh2 v > = (a2 COSh2 ’U)((Sz]),

conforme con la primera forma fundamental euclidiana (0;5). >



124 2.8. SUPERFICIES CONFORMES

Ejemplo 2.48. Ya se ha visto que S2R con las coordenadas co-geogrificas
(¢,0) tiene la primera forma fundamental

ds® = R*(df* + sen? 0d¢?)

Consideremos un nuevo sistema de coordenadas (r,¢p) en la esfera al
aplicar la proyeccion estereogrdfica via el polo norte al plano horizontal pro-
visto con coordenadas polares, como lo muestra la figura 2.21, dado por

rchot(Z), ¢ = o,

con inversa definida mediante las ecuaciones

I
&

0 = 2 arccot (%) , 10)

0/2 N 1 (r,¢)

Figura 2.21: Proyeccién estereografica de la esfera.

De la relacion r = Rcot(0/2) tenemos que

0 0 r R 2rR
senf =2cos| = |sen( =) =2 = .
2 2 VR2+12VR2+r2  R?+r?

Por otro lado, un cdlculo directo prueba que

2Rdr

g = —
R2+7"2



CAPITULO 2. SUPERFICIES EN R3 125

lo que implica que

ds? = R2(d0? + sen? 0dp?) = R? <(;‘%§E§2)2 + (Rélij)Q dcp2)
4,.2
Ya que en las coordenadas cartesianas (z,y) es vdlida la igualdad

da? + dy? = dr? + r2dp?

se concluye que

4R
ds* = dz? + dy?
(R2+x2+y2)2( Ty
y ésta es una primera forma fundamental conforme para la esfera. >

El siguiente resultado nos dice que si S C R?® admite una parame-
trizacién con funciones analiticas®, entonces S es localmente conforme al
plano euclidiano. Este teorema tiene una extension para el caso C*°, pero
la demostracién es mas elaborada.

Teorema 2.49 (de Bers-Beltrami). Toda superficie S C R? regular dotada
de una primera forma fundamental analitica admite una reparametrizacion
por coordenadas isotermas. FEsto es, existe una parametrizacion de S por
coordenadas (u,v), tal que en estas coordenadas la primera forma funda-
mental se escribe

ds® = Au, v)(du® + dv?).

En virtud de que la relacién de conformidad local es de equivalencia, se
sigue el siguiente resultado.

Corolario 2.50. Todas las superficies analiticas son localmente conformes.

En el siguiente capitulo definiremos la curvatura de una superficie y
aprovecharemos la existencia de las coordenadas isotermas para calcular de
una manera sencilla este importante invariante geométrico.

A continuacién incluimos un esbozo de la demostracion del teorema 2.49,
que puede omitirse en una primera lectura.

4Es decir, cada funcién se puede expresar mediante una serie de potencias convergente.
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Demostracion. Sea

una parametrizacién arbitraria. En estas coordenadas, la primera forma
fundamental se escribe como

ds®> = Edu® + 2F dudo + G dv>.

Si denotamos por /g a vV EG — F?2, una sencilla factorizacién de la primera
forma fundamental dentro del plano complejo C nos da que

ds® = (@daJrl“:/%@d@) <\/Edﬂ+F_\/%\/§dﬁ> .

Ya que el conjugado complejo del primer factor

<\/Eda + FT/%\@ d@)

es el otro factor, entonces se busca una funcién analitica f(u,v) con valores
complejos tal que se satisfagan las ecuaciones diferenciales ordinarias

f(u,v) \/Edﬂ—k%dﬁ = du +idv,

F(u,v) \/Edﬁ+F7E\/§dﬁ = du — i dv,

(2.2)

de modo que al multiplicar los términos de cada lado, tengamos
|f(u,v)|?ds® = du® + dv?;

es decir,
ds® = | f(u,v)|"%(du® + dv?).
Para esto, bastarfa definir la funcién de conformidad mediante la igual-

dad

1
Mo 0) = P

De esta forma, la funcién A(u, v) buscada depende de la funcién analitica
con valores complejos f(u,v), la cual es un factor integrante de (2.2).
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Procedemos a buscar un cambio de coordenadas u = u(,?),v = v(u, )
tal que satisfaga junto con f(u,v) las condiciones anteriores. Si existe tal
pareja de funciones u, v, éstas deberan satisfacer la ecuacién

flu,v) (ﬁdﬂ + Wd@) = (au + z(%) dii + (8“ + z’(%) di

VE ou  ou ov 00
Al desarrollar e igualar los coeficientes de du y dv, se debe cumplir
ou . Ov
flu,v)VE = e + "5
F+iyg  0u .0v
f(u,v) \/E = af}“‘la@

Al despejar a f e igualar los resultados se obtiene la ecuacién
. ou  Ov ou Ov
(F +1i/9) (%—FZ%) =F (%4—@%) .

Al comparar la parte real e imaginaria de la dltima ecuacién se llega al par
de igualdades

ou ov ou
Foa Viga = Bo
ou ov ov
Vigatta: = B

De la primera ecuacién se obtiene

ov 1 ou ou
S () A o b
ou /g < ot 817) ’

mientras que de la segunda se tiene que

A 1 ou v 1 ou _F%—Ep
o E( 9&1+F%)_E<\/§8f¢+F\/§

20 0 o) 20 o)
_ 1( gal+F &Z—EF;) 1 <g£+F 8;;—157F8;;)
o1

E NG T E NG
1 ((EGFQ)gg+F2ggEFgg> _ 1 EGS - BF3

E
9 i)
Gon — o

V9

E Vi E Vg
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Calculos andlogos nos muestran que se cumplen las igualdades

ou ou ou ou

on  Jg = o Nz
ou_ Bg-Fg  ou_Fg-Gg
ou g T oo g

De la igualdad de las parciales mixtas para la funcién v,

0 (v _ 0 (o
oo \ou) ou\ov

y del primer par de ecuaciones, se tiene

oo 2(2)-2(2)

0v \ 0u ou \ 0v

o |F% - E% 9

|5 | %5

Fg—Gg
V9

v NG ~ou
o) ol
_ (2| EeEa | O
00 N/ ou
De manera andloga, de la igualdad
9 (ouy_ 0 (ou
v \ou)  ou \9v
y el segundo par de ecuaciones se concluye que
0 o)
0 0 |Fgz —E5 N 9
v N ou

De esta forma, las funciones u = u(a,
las ecuaciones diferenciales parciales L(u)

0 0
G%—F%]

)(U)

o —Ca )
= |

0),v = v(u,0) deberan satisfacer
=0y L(v) =0, donde

9 r2 g2 +a e - G2
- 00 | VEG — F2 ou | VEG —F2 |’
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llamado el operador diferencial de Beltrami.

El teorema de S. Kovalevsky de la teoria de ecuaciones diferenciales
parciales implica que si E, F' y G son funciones analiticas, las ecuaciones
L(u) = 0y L(v) = 0 tienen soluciones no triviales para las condiciones
iniciales apropiadas.

Esto demuestra la existencia del cambio de coordenadas de la forma
u = u(u, ), v="v(4,v). Por otro lado, de la igualdad

flu,v) = \/1E (gz +z§2>

se obtiene el factor integrante f, y de alli la funcién buscada

1
M) = o)

lo que termina la prueba. ]

2.9 Ejercicios

1. Sea C' el cono completo con vértice en el origen dado por la ecuacion
2+ y2 —22=0.

Demuestre que C' no es una superficie topolédgica. Si sélo se considera
a los puntos (x,y, z) € C tales que z > 0, determine dos parametriza-
ciones distintas de este conjunto.

2. Dé parametrizaciones explicitas (U, ¢) de las siguientes superficies y
determine los dominios de diferenciabilidad.

(a) El elipsoide
2 2 2
T Yy z
2tpta=h
mediante coordenadas esféricas.
(b) El paraboloide hiperbdlico
22 42

2= —— =
a? b2’

con coordenadas cartesianas.
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(c) El paraboloide eliptico

con coordenadas cartesianas.
(d) El cono 2% + y? — 22 = 0, como superficie de revolucién.
(e) El paraboloide eliptico del inciso (¢), como superficie de revolu-
cion.
(f) El cono del inciso (d), con coordenadas cilindricas.
(g) El paraboloide z = 2% + y2, con coordenadas cilindricas.
3. Para cada superficie S del ejercicio anterior, elija un punto arbitrario

p € S y determine una vecindad de p en S que se vea como la grafica
de una funcién f: Q c R? — R.

4. ;Cuél es el nimero minimo de parametrizaciones necesarias para cu-
brir un toro? (Sugerencia: El dominio de una parametrizacién puede
tener “hoyos”.)

5. Consideremos la esfera unitaria S? en R3. Un circulo maximo en
S? es la interseccién de esta superficie con un plano que contiene al
origen de R3.

(a) Muestre que la curva
a(s) = cos s(0, —b,a) +sens(1,0,0),

donde a? + b? = 1y s € [0, 27], es un circulo maximo en S2.

(b) Considere a la esfera unitaria S? como la superficie de revolucién
obtenida al girar una semicircunferencia en torno del eje z. Para
cada s € [0,27], sea Bs(t) el paralelo de S? que pasa por af(s)
para t = 0. Muestre que dicho paralelo es una circunferencia con
radio r(s) dado por

r(s) = V/sen2 s + b2 cos? s.
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(c) Determine una parametrizacion explicita de [s(t). (Sugerencia:

Bs(t) = Roty(a(s)),

donde Rot; es una rotacién con dngulo ¢t que deja fijo al eje z.)

(d) Sif(s) es el dngulo entre o y 35, muestre que
r(s)cosf(s)

es constante. Este es un caso particular de una propiedad general
de las superficies de revolucién llamada relacién de Clairaut.

6. Dada la esfera S% de radio R con centro en (0,0,0) con coordenadas

espaciales 2!, 22, 23, considere las seis cartas en la esfera {(Uii, 1/12?&)},

1 =1,2,3, dadas por las regiones
U = {(z,2% 2% € S% : 2 > 0},
U7 = {(z,2%,2%) € S§ : 2 <0},
y por las proyecciones candnicas
Vi UF -V
Y U =V,

de cada Uii en V;, el disco de radio R en el plano cuyas coordenadas no
incluyen a la coordenada z*. Cada 1/1;'[ estd dada por wii(a:l, 22, 2%) =
(=1, 2+%), omitiendo la mencionada coordenada (véase el ejemplo
2.18).

Demuestre que {(Uii, zbzi)} provee de un atlas diferenciable a S% y que
le hace una superficie diferenciable.

. Halle las ecuaciones del plano tangente y la recta normal a la superficie
S en el punto dado.

(a) El paraboloide hiperbdlico dado por
@(uv ’U) - (’U,, v, u2 - ’02)7

en el punto (u,v) = (1,1),
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(b)

2.9. EJERCICIOS

El helicoide dado por

(vcosu,vsenu,u),
en el punto (u,v) = (7/2,1).
La superficie de Enneper, dada por

u? v3
o(u,v) = (u— 3 +uv?, v — 3 + vu?, u? —112> ,

en el punto (u,v) = (—1,1).
El elipsoide F~1(0), donde

F(z,y,2) = 32° 4+ 6y% + 32 — 12,

en el punto (1,1,1).
El hiperboloide F~1(0), donde

F(x,y,z) =22 -y - 2241,
en el punto (1,1,1).

Demuestre que si la superficie S es la grafica de una funcién z =
f(z,y), entonces los coeficientes de la primera forma fundamental
toman la forma

af of af of
E_1+<5SC> = <3w> <8y> ye= 1+(3y>

Demuestre que en un punto critico la primera forma fundamental
es euclidiana.

Demuestre que si la superficie S estd definida, como una super-
ficie de nivel dada como la imagen inversa de un valor regular
F~1(0), entonces los coeficientes de la primera forma fundamen-
tal se pueden expresar como

F? F,F, F?
E:1+F—’g, F = FZ G—1+ﬁ

z

donde F, = %l; By = aF y suponemos que F, = I; # 0.
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Calcule los coeficientes de la primera forma fundamental para cada
una de las superficies del ejercicio 2 de esta seccidn.

Sean (¢, ) las coordenadas co—geogréficas de la esfera unitaria S2. Si
(t) = (o(t),0(t)) es la curva en S? dada por

m t

(t) = In cot (4 - 2) o) = g —t, telo,m/2].

(a) Calcule la longitud de la curva ~(t).

(b) Demuestre que la curva corta a cada paralelo en un éngulo cons-
tante, calculando el dngulo entre ¥(t) y ¢g.

Sea S una superficie cuyos coeficientes de la primera forma fundamen-
tal con respecto de una parametrizacion ¢(u,v) son

E(u,v)=1, F=0, G(u,v)=senh?u,

con (u,v) € R%. Calcule la longitud de arco de la curva dada por la
ecuacién u = v, desde u = ug hasta u = u;.

Dada una superficie de revolucién S, una curva que corta los meri-
dianos formando un dngulo constante se llama curva loxodrémica.
Halle la ecuacion de las curvas loxodrémicas de una esfera de radio R.

Calcule el 4rea del cilindro 22 + y> =4, 0< 2z < 3.

Una superficie en R? es compacta si es un conjunto cerrado y acotado.
. Cuales de las siguientes superficies son compactas?

(d) 22 -3z +y*+ 21 =1
Determine una isometria entre el plano y el cono del ejercicio 1.

Considere la parametrizacién del toro de dimensiéon dos dada por las
ecuaciones (2.21). Demuestre que esta transformacién no es una iso-
metria, mostrando que no preserva la longitud de las curvas.
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17

18.

19.

20.

21.

2.9. EJERCICIOS

. Demuestre que el conjunto de isometrias de una superficie diferencia-

ble es un grupo bajo la composicién.

(a) Si f: R3 — R3 es una isometria y S C R? es una superficie
diferenciable tal que f(S) C S, demuestre que la restriccién f :
S — S es una isometria.

(b) Demuestre que el grupo de isometrias de la esfera unitaria S? est4
contenido en el grupo ortogonal O(3).

(¢) Demuestre que toda rotacién a lo largo del eje de una superficie
de revolucién S es una isometria de S.

Un difeomorfismo f : .S — S preserva el area si y sélo si para toda
regién R C S se cumple que el drea de R es igual al area de su imagen.
Demuestre que un difeomorfismo conforme que preserva area es una
isometria.

La definicion 2.4 se puede extender a conjuntos que sean subconjuntos
de R3. En este ejercicio daremos un ejemplo y la idea de cémo se
realiza esta extension.

Consideremos la siguiente relacién entre puntos de la esfera unitaria
S%: p~gsiysolosip=qop= —q Esficil ver que ~ es una
relacién de equivalencia. Las clases de equivalencia bajo ~ forman un
conjunto llamado el plano proyectivo real, denotado por RP%. Sea
7 : S? — RP? la transformacién que a cada p € S? le asocia su clase
de equivalencia.

Demuestre primero que cada p € S? posee una vecindad U tal que
7|y : U — w(U) es biyectiva. Luego, sean ¢; : ; — U, i = 1,2, dos
parametrizaciones de tal vecindad U. Muestre que ¢, Lo : Q1 — O
es diferenciable. (Asi, las transformaciones moyp; de este tipo se pueden
considerar como parametrizaciones de w(U).)

Una generalizacién del lema 2.12 nos dird que: Si F: RV — R es una
funcion diferenciable y A € R es un valor reqular en el sentido que
todo p € F~1(\) tiene un gradiente no nulo, entonces F~1()\) es una
superficie diferenciable en RN de dimension N — 1.

Utilice este resultado para demostrar que SL(n,R) es una superficie
contenida en GL(n,R) y que tiene dimensién n? — 1.



CapriTULO 3

Curvatura de una superficie

En este capitulo iniciamos el estudio de la geometria intrinseca de una su-
perficie mediante su caracteristica geométrica fundamental: la curvatura.
Definiremos la curvatura de una superficie en cada punto a través de dos in-
variantes, la primera forma fundamental (definida en el capitulo anterior) y
la segunda forma fundamental, las cuales nos daran toda la informacién so-
bre el comportamiento geométrico de la superficie en una vecindad del punto
dado. Mas adelante probaremos que en realidad la curvatura depende sélo
de la primera forma fundamental.

3.1 Curvatura para graficas de funciones

Para comenzar, analizaremos el caso particular de una superficie vista como
la grafica de una funcién f con valores reales. Es decir,

S:{(w,y,z)\ZZf(iﬁay)}’

donde f estd definida en una vecindad de un punto (xg,yp). Supondre-
mos ademas que (zg,yo) es un punto critico de f; es decir, que el vector
gradiente V f(zg,y0) se anula. Desde un punto de vista geométrico, esto
implica que el plano tangente al punto (xg, yo, 20), donde zo = f(z0, y0), €s
paralelo al plano horizontal (z,y).

En este contexto, utilizaremos los conceptos y resultados del calculo
diferencial en varias variables para analizar el comportamiento de la super-
ficie S en una vecindad del punto critico de f. Si calculamos las segundas

135
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derivadas parciales de la funcién f y escribimos el elemento diferencial de
segundo orden
df? = fopda® + 2fpydady + fyydy?,

podemos recordar que tal expresion tiene asociada la matriz hessiana

B= < oo d > (3.1)
yr I/ (zo,y0)
evaluada en el punto (zg,yo). Como esta matriz es simétrica (fyz = fay),
un resultado estandar del dlgebra lineal implica que sus valores propios son
reales. (Véase, por ejemplo, [7], p. 265.)

Recordemos que un punto critico es no degenerado si y sélo si la matriz
hessiana es invertible. En este caso, el célculo diferencial (véase [2] o bien
[8]) nos garantiza que el comportamiento de f en una vecindad de (zg, yo)
queda determinado por los valores propios A1 y Ao de la matriz hessiana, de
la manera siguiente:

a. Si ambos valores propios son positivos, entonces zg = f(g,y0) es un
minimo local de la funcién f.

b. Si ambos valores propios son negativos, entonces zg = f (g, y0) es un
maximo local.

c. Si los valores propios tienen signos opuestos, zg = f(xg,yo) corres-
ponde a un punto silla.

La figura 3.1 ilustra estos casos. Esto sugiere el uso de la matriz hessiana
de f para definir la curvatura de S en el punto critico.

Definicion 3.1. Los valores propios A1 y Ay de la matriz hessiana de f
en un punto critico (xg,yo) se llaman las curvaturas principales de S
en el punto (xg,yo,20). El producto de A\; y A2 se llamard la curvatura
gaussiana de S en (xg, Yo, 20), la que serd denotada por

K (20,0, 20) = A1 2.
El promedio de los valores propios se llama la curvatura media de S en
(0, Y0, 20), y serd denotada por

A1+ A2

H(x0,90,20) = 5
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p

D

a. b. C.

Figura 3.1: Comportamiento de una funcién diferenciable alrededor de un
punto critico.

En el caso de un punto critico no degenerado, tenemos los casos siguien-
tes:

a. Si Ay, Ao > 0, entonces la superficie S tiene curvatura gaussiana posi-
tiva
K (z0,90,20) = MA2 >0

en el punto (xg,y0,20) € S tal que zg = f(xo,y0). Diremos que
(x0,Y0, 20) es un punto eliptico.

b. Si A1, A2 < 0, la curvatura gaussiana también es positiva
K (w0,y0,20) = AMA2 >0

en el punto (z, Yo, z0). Diremos también que (xg, Yo, z0) es un punto
eliptico.

c. Si A1 y Ag tienen signos contrarios, la curvatura gaussiana en el punto
(x0,Y0,20) € S es negativa:

K($07y0720) = )\1A2 < 0.

El punto se llamara punto hiperbdlico.
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Si det B = A1 A2 = 0, diremos que el punto (zg,yo) es un punto critico
degenerado de la funcién f y tendremos los siguientes casos:

d. Si alguno de los valores propios no se anula, A1 # 0 0 Ay # 0, el punto
(0, Y0, 20) € S recibird el nombre de punto parabdlico.

e. Si A1 = Ay =0, el punto (zo,yo0,20) € S se llamard punto plano.

La figura 3.2 ilustra estas denominaciones.

\J

Punto parabdlico Punto plano

Figura 3.2: Puntos parabdlicos y planos.

Observacién. El analisis anterior muestra que el comportamiento local de
la superficie en una vecindad del punto (xg,yo, 20) queda determinado por
la forma cuadratica

z = )\1u2 + )\2112,

donde A1, A2 son los valores propios de la matriz hessiana. Recordamos que
tales valores propios resuelven la ecuacién

0 = det(B — \I);

aqui, B es la matriz hessiana e I es la matriz identidad. Podemos interpretar
a I como la matriz asociada a la primera forma fundamental en el plano
tangente a S en (zg,%0,20) (véase la seccién 1.5), de modo que A1 y Ao
estdn asociados a la pareja (I, B). Esta idea sera usada més adelante para
generalizar el concepto de curvatura gaussiana de una superficie arbitraria
en R3.
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3.2 Orientaciéon

Damos en esta seccion la definicién de una superficie diferenciable orientada.
Conviene revisar la seccién 0.2, donde analizamos estos conceptos para los
casos de R? y R3.

Veamos primero qué ocurre localmente. Sean S C R?® una superficie
diferenciable, p un punto en S y ¢ : Q — R3 una parametrizacién de una
vecindad U de p en S. Podemos orientar a cada plano tangente 73,5, q € U,
eligiendo la base {¢,(q), ¥v(q)} inducida por la parametrizacién.

Desde un punto de vista intuitivo, lo anterior quiere decir que en el
conjunto U podemos colocar un reloj y moverlo a lo largo de una curva
cerrada arbitraria, logrando regresar siempre a su posicién original. (Véase
la figura 3.3.) Una superficie sera globalmente orientable si podemos cubrirla
mediante una familia de abiertos con la propiedad anterior.

<

Figura 3.3: Orientacién en una vecindad de un punto.

Para describir esto en forma analitica, consideremos dos parametriza-
ciones alrededor de un punto arbitrario.

Sip:Q — S es una parametrizacion de S alrededor del punto p con
coordenadas (u,v) y @ : @ — S es otra parametrizacién con coordenadas
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(@, ), entonces el plano tangente 7),S esta generado en forma simultdnea
por las bases

{ouspu} vy {Pa, o}

Si consideramos el cambio de coordenadas ¢! o @ : Q — Q, de modo

que (u,v) = (u(a,v),v(a,0)), estas bases estan relacionadas de la manera
siguiente:

- @ + @
SDU - SOU 8’11 807) ail?
~ ou ov

Yy = @u% + (Pv%7

o en forma matricial,

~ ou  Ov
(2 _ ou ou Pu
(2)-(5 5)(2)

Asi, si el jacobiano del cambio de coordenadas

Ug Uy
Vg Uy

es positivo, entonces la diferencial del cambio de coordenadas preserva la
orientacién de T},S.

Definicién 3.2. Una superficie diferenciable S C R? es orientable si y
s6lo si existe una familia de parametrizaciones {(U;, ¢;)} que cubre a S y
tal que si U; N U; # @, entonces el cambio de coordenadas go;l o ¢ tiene
jacobiano positivo. La familia {(U;, ¢;)} se llamard una orientacién para
S. Si una superficie diferenciable S C R? no tiene esta propiedad, se llamar4
no orientable.

Como ejemplo de una superficie orientable se tiene a L? la hoja superior
del hiperboloide, que puede parametrizarse como la grafica de la funcién

z=f(z,y) = VR>+ 22+ 9% (z,y) €eR*, R#0.

En general, toda superficie S C R? que pueda definirse globalmente como
la imagen de una sola parametrizacién ¢ : 2 — S es orientable. Para el caso
en que la superficie S C R? se pueda cubrir con sélo dos parametrizaciones,
se tiene el siguiente resultado.
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Lema 3.3. Sea S C R® una superficie diferenciable que puede ser cubierta
con sdlo dos parametrizaciones (U, @) y (U, ). SiUNU C S es un conjunto
conexo, entonces S es orientable.

Demostracion. Sean (u,v) las coordenadas dadas por (U,¢) y (a,0) las
dadas por (U, ). Para todo punto p € W = UNU el cambio de coordenadas
(U, 0) — (u,v) satisface que

D(u,v)
D(u,v)

(p) # 0.

Como W es conexo se tiene que

D(u,v) i
Do " ° Do

Para el primer caso se cumple la afirmacion del lema. Para el otro caso,
un cambio lineal de coordenadas u «<— v hard que el determinante del
nuevo cambio de coordenadas sea positivo en todo W. 0

Observamos que el reciproco del lema no se cumple, ya que el cilindro
circular recto es orientable y se puede cubrir con dos cartas cuyo interseccion
no es conexa. (Véase la figura 3.4a y el ejemplo 10 del Capitulo 0.)

Ejemplo 3.4. Sea S%-?, C R? la esfera de radio R con centro en el origen
de coordenadas. Al tomar las parametrizaciones de S%{ generadas por las
proyecciones estereograificas desde los polos norte y sur, se cubre a la esfera.
Como la interseccion de las imagenes es la esfera menos los polos, que es
un conjunto conexo, se sigue que S%% es orientable. (Véase la figura 3.4b.)
>

Sea S C R3 una superficie diferenciable y (U, ) una parametrizacién
de una vecindad de p € S, con coordenadas (u,v). Entonces el espacio
tangente 1,5 esta generado por los vectores {¢y, ¢, }. Podemos escoger un
vector unitario, normal a este plano tangente, definido por

Pu X Py
p)=——
( lu % @l

Obsérvese que {¢u, @y, N} es una base de R? con orientacién positiva.
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LS 0 vug-g
Wi oo
| |

Um?
@ Uunu '
a.

Figura 3.4: Superficies orientables.

Definicion 3.5. Sea V' C S una regién contenida en la superficie diferen-
ciable S. La transformacion

N:V —§?

que a cada p € V' le asocia un vector unitario N (p) normal a T},S, contenido
en la esfera unitaria S?, se llama la aplicacién de Gauss asociada a la
regiéon V C S.

Si se escoge otra parametrizacién ¢ = ¢(4,v), bajo el cambio de coor-
denadas se tiene que

A~ X A~ — @ + @ X @ + @ —_ X D(u,’l})
vaxve = \Pupy T oa Puas TP ) T PP D(a, o)

lo que implica que los normales correspondientes en el punto p se relacionan
por la férmula

N7 Pa X Py Pu X Py . D(u,v))
N(p) = — —— = signo ( —= | =£N(p). 3.2
P = Gax @l ~ Tewxodl D(a,0) ®). (32
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En una superficie orientable se tienen cambios de coordenadas con jaco-
bianos positivos. Estos cambios no afectan la definicién de un vector normal
n. Por lo tanto, N(p) = N(p).

El siguiente teorema provee de una gran cantidad de ejemplos de super-

ficies diferenciables que admiten una orientacion.

Teorema 3.6. Una superficie diferenciable S C R® es orientable si y sdlo
si la aplicacion de Gauss N : S — S? es diferenciable y estd definida en
toda la superficie S.

Demostracion. Demostramos primero la suficiencia. Supongamos que la
aplicacién de Gauss N : S — S? es diferenciable y estd definida en S.
Considérese una familia de parametrizaciones {(U;,¢;)} que cubra a Sy
sea ¢ : 2 — U un elemento de esta familia. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que ) es conexo y que para todo punto p € €2,

Pu X Py
N(p) = ————(p),
®) lou X oo ®)

pues N es continua en el conjunto conexo €. (En caso contrario, hacemos
un cambio de coordenadas u «— v.)

Hacemos esto para cada parametrizacién en la familia original. Si ((7 ,P)
es otro elemento de la familia con UNU # (), entonces N = N. Esto implica

que
) D(u,v)
=1
VIO <D(ﬂﬂ7)> ’

lo que nos dice que el jacobiano del cambio de cordenadas es positivo. En
virtud de que esto ocurre para cada par de parametrizaciones en la familia
original, se sigue que la superficie S es orientable.

La prueba de la parte necesaria se realiza al tomar la aplicacién de Gauss

Pu X Py
Np)=7——)
llou X @ull

y dado un cambio de coordenadas (u,v) < (4, 0), considerar de nuevo la

relacién K (o) — signo (gézzi) N(p).
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Si la superficie es orientable, entonces D(u,v)/D(u,7) > 0 y por lo
tanto N(p) = N(p). Esto muestra que N se puede definir de manera global.
Como N esta definida localmente por funciones diferenciables, la aplicacién

de Gauss es también diferenciable. O

Ejemplo 3.7. Damos otra prueba de que la esfera unitaria S* es orientable.

Ya que S* = F~1(1), donde F(x,y, z) = 2% + y*> + 22, definase el campo

normal
VF 2(z,y,2) p

IVEI 2z, y,2)l 2l
Es claro que N : S? — S? es la identidad, estd definida en todo S? y es
diferenciable. Esto hace de S* una superficie orientable. >

p.

El ejemplo anterior se generaliza para superficies diferenciables que son
imagen inversa de valores regulares de funciones diferenciables.

Lema 3.8. Si S es una superficie diferenciable de la forma S = F~Y(\)
donde F : R? — R es una funcion diferenciable y X es un valor reqular,
entonces S es orientable.

Demostracion. Ya que X es un valor regular, entonces para cada p € S se
tiene que el vector gradiente VF}, no se anula.
Definamos entonces la aplicacion de Gauss de S mediante

VF,
N(p) = ropm
IVE|
por el teorema 3.6, S es una superficie orientable. O

Con la notacién del lema, la aplicacién de Gauss se escribe en coorde-
nadas como

N(p) !

B0 B+ F20)

(Fx(p), Fy(p), Fx(p)),

donde Fj, Fyy, I, denotan a las derivadas parciales de la funcién F'.

Ahora mostramos que existen superficies diferenciables contenidas en R?3
que no son orientables. Aunque el ejemplo de superficie dado se define como
un espacio de identificacién, se menciona la idea de su no orientabilidad. En
la lista de ejercicios del capitulo se propone la prueba pertinente.
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Ejemplo 3.9. Consideremos a la superficie M? que se obtiene del rectdn-
gulo

Q={(t)| 0<p<2m, -1<t<l1}

en el plano, identificando (pegando) los puntos (0,t) con (2w, —t) como lo
muestra la figura 3.5.

Desde un punto de vista intuitivo, M? se obtiene de pegar las orillas de
la banda Q torciendo una vez este conjunto.

La superficie obtenida M? se llama la banda de Mobius; ahora vere-
mos que esta superficie no es orientable.

Tomemos la circunferencia central T' en M? dada por los puntos con
coordenadas (¢,0) y un punto p € T.

Figura 3.5: Banda de Mobius.

Supongamos que para cada p tenemos un vector N(p) normal a S en
p y que deslizamos éste a lo largo de ', esto es, construimos un campo
normal en T' iniciando en N (p). Es facil darse cuenta que cuando se cierra
el circuito T' el vector normal de retorno a p es —N(p). De esta forma, no
es posible definir en todo M? un campo diferenciable N que no se anule.
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(De hecho, ni siquiera puede ser continuo.) >

3.3 La segunda forma fundamental

Sea S una superficie parametrizada regular orientable en R? y ¢ : Q@ — U
una parametrizaciéon de una vecindad U de p = ¢(q) en S, con coordenadas
(u,v). Recordemos que el vector (p, X ¢,)(q) es normal a la superficie en
el punto p € S.

Ya que S es orientable, tenemos que

Pu X Py
N(p) = 77— ()
|lou X @l
es un vector unitario en p, normal al plano tangente 7,5.
Considérese una curva diferenciable en S que pase por p. Sin pérdi-
da de generalidad, podemos suponer que la curva tiene la forma @(t) =
o(u(t),v(t)). Entonces

(P(t) = (Puu(t) + Sovb(t)‘

Por lo tanto,

B(t) = uut(t)? + @uott(t)i(t) + pyii(t)
+ Puut(t)0(t) + ot (t)? + pyd(t)
= Quuli(t)? + 20up () 0(t) + Puud(t)* + Quii(t) + puii(t).

Recordemos que la curvatura de una curva es una medida de cuinto
se aparta la curva de su recta tangente. Para el caso de las superficies
podemos establecer una situacién andloga: Para ver cuanto se aparta una
superficie de su plano tangente, es necesario analizar la variacién de sus
vectores tangentes ¢(t). Esto puede hacerse calculando la derivada ¢(t) y
midiendo su proyeccién (@(t), N) en el correspondiente vector normal N.
En otras palabras, el normal N nos servira como referencia para medir las
variaciones de los vectores tangentes. Tal proyeccién se calcula mediante

(B, N) = (puutt(t)” + 20u0(t)0(t) + @uui(t)* + yii(t) + o (t), N)
= {(uus N)(t)* + 2{puv, N)U(t)0(t) + (pvo, N)D(t)?
+ <90u, N>u(t) + <90vv N>U(t)
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En virtud de que los vectores ¢,, y ¢, son ortogonales a IV, entonces se sigue
que

(BN) = (Quus N)U(t)? + 2{Puv, N)3(£)(t) + (P, N)(t)?
ew(t)? + 2fa(t)o(t) + go(t)?,

donde se han definido las cantidades

e = (Puu,N),
f = {puw,N) = (ovu, N),
g = {(pu,N).

Podemos ver entonces a la proyeccién de ¢(t) en el vector N como una
forma cuadratica definida en cada punto de la regién parametrizada por ¢
en la superficie diferenciable S. Esto es, en cada punto tenemos una matriz

simétrica
B= < ; £ > (3.3)

y definimos una forma que aplicada en un vector tangente 7(0) = £ satisface

E'BE = (¢,€)p.

Definicién 3.10. La forma cuadratica ( , )p definida por la matriz (3.3)
se llama la segunda forma fundamental de la superficie S en el punto p.

Observacion. Como en el caso de la primera forma, hemos utilizado los
simbolos clasicos para los coeficientes de la segunda forma fundamental.
En el caso de las extensiones de este concepto a ambientes con dimensién
mayor, se acostumbra denotar a la matriz de la segunda forma por (b;;).

Ejemplo 3.11. Calcularemos la seqgunda forma fundamental para la esfera
S%%, parametrizada por las coordenadas co-geogrdficas

©(¢,0) = (Rcos ¢psenf, Rsen ¢send, Rcosb).
Los vectores basicos en el punto (¢,0) son

vp = (—Rsengsenf, Rcospsend,0),
g = (Rcos¢ cosf, Rsengcost,—Rsenl).
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Un cdlculo directo prueba que
_ 2 2 2 2 2
04 X g = (—R"cos psen” §, —R*sen ¢ sen” 0, —R"sen b cosf)

con lo que
s X ol = R%sen 6.

El vector normal unitario N es
N = —(cos ¢senf,sen psenf, cosb).
Al calcular las seqgundas derivadas de ¢ obtenemos

Yps = (—Rcos¢senf, —Rsen¢senb,0)
Lo (—Rsen¢cos b, Rcos ¢cosb,0)
vps = (—Rcospsenf, —Rsen¢psenf, —Rcosb)

De esta manera,

e = {(ppp, N) = Rsen?9,
f = {pop; N) =0,
g = (oo, N)=R,
son los coeficientes de la sequnda forma fundamental. >

Ejemplo 3.12. Considérese el cilindro circular recto C C R? de radio R
parametrizado por
o(u,v) = (cosu,senu,v)

donde (u,v) € (0,27) x R. Procedemos a calcular su sequnda forma funda-
mental en estas coordenadas.
FEs claro que

oy = (—senu,cosu,0),
(Pv = (0’ 07 1)7

lo que implica que

N = py X @, = (cosu,senu,0).
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Al calcular las sequndas derivadas de ¢ se obtiene

Yuu = (—cosu,—senu,0),

Puv = (07 07 0)7

ow = (0,0,0).

Asi,
€ = <<Puua N> = -1,
[ = {(pw,N)=0,
g = <§0vv7 N> =0,
son los coeficientes de la segunda forma fundamental para C. >

3.4 Curvatura: El caso general

A continuacién relacionamos las formas fundamentales de una superficie
con el concepto de curvatura. Utilizaremos para ello la metodologia de las
curvaturas normales debida a L. Euler.

Consideremos una superficie S C R? y un punto p € S. Sea ¢ una curva
que pasa por p y que se obtiene al cortar a la superficie S con un plano P
que contiene al normal N(p) a S en p. Diremos entonces que la curva es
una seccién normal a S en p. (Véase la figura 3.6.)

Localmente, si ¢ : 2 — S es una parametrizacion de S alrededor de p
con coordenadas (u, v), la curva se puede escribir como ¢(t) = p(u(t), v(t)),
de modo que su vector tangente es tp, + U¢,. Ademads, podemos suponer
que t es el parametro de longitud de arco.

Teorema 3.13 (de Euler). Sean p un punto de una superficie S y p(t) =
o(u(t),v(t)) una seccion normal a S en p, parametrizada por longitud de
arco t. Salvo el signo, la curvatura k de esta curva coincide con la seqgunda
forma fundamental aplicada al vector tangente tp, + Vp,. Fs decir,

k= =+ (et? + 2fud + gi*) .
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Figura 3.6: Seccién normal.

Demostracion. De la primera férmula de Serret-Frenet aplicada a ¢(t) se
tiene que
. d%p
LTSS
donde n es el normal principal a la curva ¢(t). Por otro lado,

= kn,

Qb = u(u@uu + U(Pvu) + U(U(Puv + 7')()Ovv)?
de modo que al hacer el producto con el vector N normal a la superficie se
tiene que

k(”? N> = anH HN” cos ) = <80uua N)iLQ + 2<(Puv7 N>"l'111') + <(vaa N>7>2
= ed® 4+ 2fun + go?,

donde 6 es el angulo formado por los vectores n y N. Como una seccién
normal () estd contenida en un plano normal P, el normal principal n
tiene la misma direccién de N. Esto es, el dngulo formado por n y N tiene
posibles valores 8 = 0, 7, de donde cos # = £1. Esto termina la demostracion
del teorema. O
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La demostracién del teorema 3.13 motiva la siguiente definicién.

Definicién 3.14. Sean p un punto de S y ¢(t) una curva regular en S
(con el pardmetro de longitud de arco t) que pasa por el punto p. Sea
k la curvatura de ¢(t) en p. Si 0 es el angulo formado entre el normal
N(p) a la superficie S y el normal principal n(p) a la curva en p, el valor
kn(p) = k(p) cos @ es la curvatura normal de ¢(t) en p.

Dada cualquier curva ¢(t) en S pasando por p = ¢(0), tenemos que la
proyeccién de ¢(0) en el normal N(p) nos da la segunda forma fundamental
aplicada en el tangente ¢(0). Tal forma fundamental no depende de la curva
que pase por p, sino sélo del vector tangente, de modo que la demostracién
del teorema 3.13 implica el siguiente resultado.

Corolario 3.15 (Teorema de Meusnier). Todas las curvas en S que pasan
por un punto p con la misma direccion tangente tienen la misma curvatura.

Figura 3.7: Teorema de Meusnier.

Observacién. Debido a este resultado, podemos modificar la definicién de
la curvatura normal asociandola ahora al vector tangente, y no a la curva en



152 3.4. CURVATURA: EL CASO GENERAL

cuestién. Denotaremos por k,(v) a la curvatura normal de cualquier curva
©(t) que pase por p con vector tangente $(0) = v. Ademds, para analizar
los valores de ky, basta fijarse en las secciones normales. (Véase la figura
3.7.)

Si una superficie S estd definida como la grafica de una funcién z =
f(x,y) v (x0,y0) es un punto critico de f, entonces la curvatura en un
punto (xg, Yo, z0) se definié como el producto K (xo,yo,20) = A1 A2, donde
A1 ¥ Ag son las raices del polinomio cuadratico det(B — AI'), donde B es la
matriz hessiana de f en el punto critico (zg,yp). Habiamos dicho también
que podemos interpretar a la identidad I como la matriz de coeficientes de
la primera forma fundamental en el plano tangente a S en (xg,yo, 20), de
modo que A1 y Ao estdn asociados a la pareja (I, B). En el caso general, el
papel de I lo jugard la primera forma fundamental, que denotamos por G.
Como las formas fundamentales dependen sélo del punto sobre la superficie,
buscaremos una relacién de dependencia entre las matrices G y B que nos
permita calcular la curvatura en forma alternativa a lo establecido en el
teorema 3.13.

Continuando con nuestra analogia, buscaremos valores de A tales que

det(B — AG) = 0,

(5 3)-2(F6)l-

o de forma equivalente, los escalares A que satisfagan el polinomio carac-
teristico

o bien

(e = AE)(g — \G) — (f = AF)* =0.

En este caso, diremos que \ es un valor propio asociado a la pareja (G, B).
Una vez calculados los valores propios A1 y A2, procedemos a buscar los
vectores propios correspondientes; esto es, vectores tales que para cada \;
se tenga
(B—X\G) =0, i=1,2.

Ejemplo 3.16. Consideremos una superficie S de la forma z = f(z,y),
parametrizada por

o(x,y) = (,9, f(2,9)).
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Como
SOIB = (LO’ fm)a 4Py = (07 1>fy)7

se tiene que

E = (pz,02) =1,
F = <<P:Jca$0y> = fxfya
G = <‘Py><Py> =L

De esta forma, la matriz de coeficientes de la primera forma fundamental
en el punto p = (o, Yo, f(z0,y0)) € S es

(1 hh)
fafy 1)

Ademds, al calcular las sequndas derivadas, se obtiene

Prx = (07 07 fa:x):

()O$y = (07 07 fmy)a
oyy = (0,0, fyy),
y también
Pz X Py = (_faca _fya 1)
de donde

N = Px X Py (_f:ra_fyal)

lea eyl Jig g2 4 p2

Usamos lo anterior para calcular los coeficientes de la sequnda forma fun-
damental:

Jaa

f:}cy

o= () = =
RN R

fyy

g = (o) = 12—
i
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Si suponemos que (xg,yo) es un punto critico, de modo que las derivadas
parciales fo(x0,v0) y fy(x0,y0) se anulan, las matrices de coeficientes de las
formas fundamentales en p son

10 Joz  Jo >
G = B = v,
< 01 ) ' < foy Fuy
cuyos valores propios asociados resultan ser, como se esperaba, los de la

matriz hessiana B. >

El ejemplo 3.16 sugiere que la segunda forma fundamental es la genera-
lizacién natural de la matriz hessiana.

Sea {e1, ez} una base de T),S. En tal base se tiene que los vectores &; y
&9 se escriben

G =Eer+&er vy & =8e +Ee
Maés atin, su producto escalar (£1,&2)¢ se calcula con facilidad mediante
(€1,&2)c = (G&1, &) = (G2, 61)

debido a que

(61,800 = & GG = & G&,.
Lema 3.17. Los wvectores propios &1 y &2 son ortogonales con respecto de
(, Yo cuando los valores propios \1 y A2 son diferentes.

Demostracion. &1 y & satisfacen las ecuaciones vectoriales
(B=XMG)1 =0 y (B—XG)&=0.
Esto implica que son validas las ecuaciones escalares
(B=MG)1, &) =0 v ((B—XG)&,6)=0
donde (, ) es el producto escalar euclidiano. En forma equivalente,
(B&,&2) — M(G&, &) =0y (B&,&) — A2(G&2,61) =0

Al restar miembro a miembro de esta pareja de igualdades, y usar el hecho
de que (B¢, &) = (B&2, &), se tiene

0 = X(G&,&1) — M(GE1, &) = (A2 — M)(GEL, &)
= (A=), 62)a,

lo que prueba la afirmacién. O
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La siguiente definicién clasifica los puntos de una superficie diferenciable
orientable.

Definicion 3.18. Sean A\ y Ao los valores propios asociados a la pareja
(G, B) en el punto p € S. Entonces:

a. p es un punto eliptico si y sélo si A Ay > 0.

b. p es un punto hiperbdlico si y sélo si Ay Ay < 0.

c. p es un punto parabdlico si y s6lo si A2 = 0y al menos un A; # 0.
d. p es un punto plano si y sélo si \; = Ay = 0.

e. p es un punto umbilico si y s6lo si Ay = Ag.

La figura 3.8 ilustra los tipos de puntos de la definicién 3.18.

Eliptico

Parabdlisp

4q iperbdlico

Plano

Figura 3.8: Clasificacién de puntos sobre una superficie.
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Ejemplo 3.19. Sea S? C R? la esfera unitaria, parametrizada mediante
coordenadas co-geogrdficas. Puesto que las matrices de coeficientes de sus
formas fundamentales son

R%sen%6 0 Rsen?6 0
o= (N ) v = (" k)

la ecuacion caracteristica de la pareja (G, B) es

Rsen? — AR%sen26 0

0 = det(B—\G) = 0 R AR

_ ' R(1 — AR)sen?0 0

— P21 _ P2 aen2
0 R(l—)\R)‘_R(l AR)“ sen” 6.

Esto implica que el polinomio caracteristico tieme una unica raiz real
repetida, \y = Ao = 1/R.
De esta forma, todo punto de la esfera S* es umbilico y eliptico. >

Ejemplo 3.20. Sea C el cilindro circular recto de radio R = 1, parametri-
zado localmente por
o(u,v) = (cosu,senu, v)

con (u,v) € (0,2m) x R.
Los coeficientes de las formas fundamentales de C' en estas coordenadas

son
10 -1 0
=(o 1) v 2=(3 1)
de modo que los valores propios de la pareja (G, B) estdn dados por

-1-X 0

O—det(B—/\G)—' 0y

'—)\(1+/\),

de donde A\ =0 y Ao = —1 para cualquier punto de C.
Por lo tanto, el cilindro no tiene puntos umbilicos y todos sus puntos
son parabdlicos. >

Ejemplo 3.21. Sea P el plano que pasa por el punto q, paralelo a los
vectores ortonormales € y 1, parametrizado por

o(u,v) = q + u& + vn.
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Un cdlculo directo prueba que en estas coordenadas

o~(32) v o=(40)

De aqui que los valores propios asociados a (G, B) sean iguales a cero.
Por lo tanto, todo punto p en un plano es umbilico y plano. >

El siguiente resultado puede verse como el puente entre el dlgebra lineal
y la geometria de las superficies.

Teorema 3.22. Sean p un punto no umbilico de una superficie S y A,
A2, con A1 > Aa, los valores propios asociados a la pareja (G, B) de formas
fundamentales de S en p. Entonces A1 y Ao son las curvaturas mdzima y
minima respectivamente, al considerar todas las secciones normales en p.

Demostracién. Supongamos que alrededor del punto p = (g, y0, 20) la su-
perficie S se puede escribir como la grafica de una funcién z = f(z,y), con
20 = f(xo,y0). Supongamos ademds que (xg,yo) es un punto critico de f.
El caso general se obtiene mediante la aplicacién de una isometria en R?
(rotacién de la superficie y traslacién) para que la superficie en cuestién
quede en la posicién del caso estudiado.

Si A1 = A9, entonces B es un multiplo de la identidad, y es claro que
podemos encontrar una base ortonormal de vectores propios.

Por otro lado, si los valores propios de B son distintos, el lema 3.17
garantiza que los vectores propios asociados a la segunda forma fundamen-
tal B son ortogonales en la forma usual, pues G es la forma fundamental
euclidiana.

De esta forma, podemos aplicar una rotacién alrededor del punto (g, yo)
para reemplazar el sistema de coordenadas (x,y) por un sistema de coor-
denadas nuevo (u,v) donde la segunda forma fundamental de f en (g, yo)

tome la forma
A O
0 X /-

Por el teorema 3.13, una seccién normal (u(t),v(t), z(t)), con pardmetro de
longitud de arco ¢, que pasa por el punto (zg,yo, 20) tiene una curvatura
dada por

kp = M1(0)% + Xo0(0)%
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Aqui, £ = (4(0),9(0),0) es el vector tangente a dicha curva en el punto
(20,%0,20). Como (0)% + ©(0)? = 1, el dngulo a entre £ y el eje nuevo u
satisface las relaciones trigonométricas

cos®> a = 1(0)?, sen®a = 0(0)%.

En consecuencia, la curvatura de la secciéon normal de S en la direccién

de € es
2

ky, = A1 cos® o + Ag sen? au.
Esta expresion se llama la féormula de Euler.
Si consideramos k, como funcién de «, k, = k,(«), podemos usar los
métodos basicos del calculo para ver que esta funcién restringida a cos? a +
sen? o = 1 alcanza su valor maximo A\; en a = 0 (direccién de u) y su valor

minimo A2 en a = 7/2 (direccién de v). O

Acorde al teorema 3.22, podemos generalizar los conceptos de curvatura
introducidos antes para una superficie descrita localmente como la grafica
de una funcién alrededor de un punto critico.

Definicién 3.23. Los valores propios A; y Ay asociados a la pareja (G, B)
se llaman las curvaturas principales de S en el punto p.
Las direcciones determinadas por los vectores propios &1, &2 asociados
respectivamente a A; y Ag se llaman las direcciones principales en p.
Al producto de las curvaturas principales denotado por

K(p) = /\1)\2

se le llama la curvatura gaussiana de S en el punto p.
Al promedio de las curvaturas principales denotada por

_)\1+)\2

H(p) 5

se le llama la curvatura media de S en el punto p.

Ahora presentaremos una férmula para calcular la curvatura gaussiana
de una superficie regular .S en un punto p en términos de las formas funda-
mentales.
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Teorema 3.24. La curvatura gaussiana K de una superficie S en un punto
p € S esigual al cociente del determinante de la segunda forma fundamental
entre el determinante de la primera forma fundamental:

eg — f? det B
K = = .
W)= 56"~ dac

Demostracion. Las curvaturas principales A1 y Ag son los valores propios
asociados a la pareja (G, B); es decir, son raices del polinomio

det(B — A\G) = 0.
Como G es definida positiva, entonces es invertible y se cumple la igualdad
det(B — A\G) = det(GG™'B — \G) = det(G) det(G~'B — \I).
Ya que det(B — AG) = 0 y det(G) # 0 entonces
det(G™'B — \XI) = 0.

Esto nos dice que A1 y Ao también son valores propios de la matriz
G~'B. De esta forma, existe un cambio lineal de coordenadas en el plano
que lleva la matriz G~ B en una matriz diagonal

A1 O
0 Ao
con el mismo determinante que G~ B.

Por lo tanto,

det B
det G’

lo que prueba el teorema. ]

K = MXy =det(G™'B) =

Ejemplo 3.25. Recordemos que las matrices de coeficientes de las formas
fundamentales del cilindro C' son

10 ~1 0
=(01) v r=(50)
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de modo que para un punto arbitrario p € C,

_detB 0

P)=Gqetc = 1

Esto es, la curvatura gaussiana del cilindro es igual a cero para cualquier

punto. >

Ejemplo 3.26. Para cualquier punto p € S%% expresado con coordenadas
co-geogrdficas se tiene que

R%sen%6 0
detG = ) 0 R = R*sen® 6
Y 2
o RSQD 9 0 . 2 2
detB—‘ 0 R‘—R sen” 0,

lo que implica que

_detB R%sen26 B i
~ detG  R*sen26 R?

es la curvatura en cada punto. >

K(p)

3.5 El teorema egregio de Gauss

En esta seccién se demuestra el teorema egregio de Gauss que nos dice
que la curvatura gaussiana de una superficie es invariante bajo isometrias.
Este es uno de los resultados més importantes de la geometria diferencial,
ademas de que nos da un invariante métrico de una superficie.

Sea S C R3 una superficie regular orientable, parametrizada por ¢ :
Q) — R3. Recordemos que localmente podemos definir un vector ortogonal
al plano T},S dado por

Pu X Py
Np)=——":b).
l[u X @yl

En la definicién 3.5 llamamos a la transformacién N : S — S? que asocia a
cada punto p € ¢(2) el vector normal N (p) unitario dado por la expresién
anterior la aplicacion de Gauss de S.
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N(p)

Figura 3.9: La aplicacién de Gauss.

Para cada p € 9, la diferencial de la aplicaciéon de Gauss dN), : 1,5 —
TN(p)82 es una transformacién lineal cuyo codominio es TN(p)SQ, pero que
puede pensarse como

dN, : T,S — T,S

ya que T),S es paralelo a TN(p)SQ. (Véase la figura 3.9.)

Si Ny, N, denotan las derivadas parciales de la composicion Noy : 0 —
S?, observamos que tales vectores pertenecen al plano tangente T,S, pues
Ny, = dN(¢n) ¥y Ny = dN(p,). Por lo tanto, existen funciones escalares
diferenciables {a11, a12, a21, a2} que satisfacen

Ny, = a11py + a12p0, (3.4)

Ny = a21¢y + a22py.

Lema 3.27. Los coeficientes del sistema (3.4) se calculan mediante las
ecuaciones de Weingarten

F—eG eF—fFE

ailr = g’G’—FQ’ a2 = EG_J;‘Qv
3.5
gF—fG fF—gFE ( )

a1 = EG_F2> a2 = EG—F2"

Demostracion. Al derivar las relaciones de ortogonalidad

(pu, N) =0y (o0, N) =0
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respecto a la variable u se tiene

= {@u, N)u = (Puus N) + (Pus Nu) = € + (Pu, Nu)
= <90U7N>u = <90vuaN> + <(Pv,Nu> = f + <§0v7Nu>7

lo que indica que (@y, Ny) = —e y (py, Nu) = —f.

Por otro lado, al hacer el producto escalar en la primera de las ecuaciones
(3.4) por ¢, y por ¢, obtenemos el sistema de ecuaciones con las incégnitas
a11 y a12 dado por

—e = {(Qu, Nu) = a11{Pu, Pu) + a12{Pu, Pv) = a11E + a2 F
—f = (v, Nu) = a11{pv, u) + a12{puv, ¢v) = an1 F + a12G
es decir,
—e = ank +aF,

—f = anF +anG.

Al resolver este sistema tenemos

Ff—Ge Fe—Ef
a = = —5 a = —
UW=pc_Fr2 Y 27 pqg_F2
De forma andloga se calculan ao1 y asgo. O

Ahora consideremos las derivadas de los vectores ¢, ¢, y N. Como el
conjunto {¢u, ¢y, N} es una base de T,R?, entonces

puw = Tlipu +ThHee + LiN

¢uw = Tlopu+Tiopy + LoN

Pou = F%l%"u + F%l‘o@v + LIZN

ovw = Thoou+ T3y + LN

(3.6)

para alguna familia de niimeros {Ffj}, i,j,k=1,2,y L1, Lo, L, y Ls. Estos
escalares son los coeficientes de los vectores derivadas de {py, vy, N} en la
base {¢u, Py, N} de T,R3.



CAPIiTULO 3. CURVATURA DE UNA SUPERFICIE 163

Definiciéon 3.28. {Ffj} son los simbolos o coeficientes de Christoffel
de las derivadas de ¢, ¥ ¢y, en la base {¢,, @y, N}.

Observacién. Como ¢ es diferenciable (por tanto al menos de clase C?),
se tiene que Yy = Yy, de donde

1 1 2 2
Fio=T% y Iy =T%;

es decir, los simbolos de Christoffel son simétricos en sus subindices.

Procedemos a calcular las terceras coordenadas de las derivadas de ¢, y
py. Para ello, es suficiente calcular el producto escalar de cada una de ellas
con el vector N.

Ya que (@, N) = (¢, N) = 0, se tiene entonces que

e = (puu,N) = (T11ou + T, + LN, N)
= (LiN,N) = L{(N,N) = L.

De igual forma, se calculan las terceras coordenadas de las derivadas de
Puv = Pou Y Pov, Obteniéndose

f = {puw,N) = (LaN,N) = Ly = Lj,
Procedemos ahora a calcular los simbolos de Christoffel por medio del

producto escalar con los vectores bésicos {¢y, ¢, } de T),S.
Por ejemplo, para la primera coordenada de ¢, se tiene que

(s Pu) = F%1<‘Pw Pu) + F%l (Pu, pv) + e{pu, N) = F%lE + F%IF
Pero por otro lado,

0

Eu = %«Om Sou> = <90u7 ‘Pu>u = <(,0uu, g0u> + <(Pu7 (puu> = 2<30uu7 Sou>

de donde obtenemos la ecuacién

1
5B = ETi, + FT2,.
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Para la segunda coordenada de ¢, se tiene la igualdad

(Puus o) = F%1<‘Pw Pu) + F%1<g01,, Pu) = FF%l + Gf%l.
Usando el par de ecuaciones

0
Fuzi us Pv) = uw sy Fv us Puv
By (Pur Pv) = (Puus Vo) + (Pus Puo)

0
by, = %<@U7(Pu> = <§0uva§0u> + <90u790uv> = 2<90u,¢uu>

se obtiene la relacién

1
F, = <90u1u 90v> + <90u7 ‘Puv> = <¢uu; Sov> + §Ev

lo que implica que
1
<(Puua 901;> =F, - §Ev
Por lo tanto, se obtiene la ecuacién

1
FT{, +GT% =F, — 5.

Un procedimiento similar al utilizado para calcular los coeficientes Ffj
nos lleva al siguiente teorema.

Proposicion 3.29. Los simbolos de Christoffel quedan determinados por
los sistemas de ecuaciones lineales

ETY, + FIY = 3B,
{ FT}, +GI%, = F,—1iE,
{ ETL, + FI3, = 1E,
FT, +GIt, = 3Gu,

2

ETY, + FI%, = F,—1G,,
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Obsérvese que las soluciones Ffj de los sistemas de ecuaciones dadas en
la proposicion 3.29 dependen sélo de los coeficientes de la primera forma
fundamental g;; y de sus primeras derivadas, esto es,

FZ:FZ(EvFv 7EuaE’U7"')'

De esta manera, ya que una isometria local entre dos superficies S1 y So
preserva los coeficientes de la primera forma fundamental de Sp, entonces
se tiene que ambas superficies tienen localmente los mismos simbolos de
Christoffel. Esto implica que todas las propiedades definidas en términos
de los Ffj son invariantes bajo isometrias locales.

Mas aun, se tiene un resultado central de la geometria diferencial a partir
de la ultima observacién. Este resultado fue probado por K. F. Gauss en
1828.

Teorema 3.30 (Egregio de Gauss). La curvatura gaussiana de una super-
ficie es invariante bajo isometrias locales. Es decir, dos superficies que son
localmente isométricas tienen la misma curvatura.

Demostracion. Considérense las siguientes igualdades entre las derivadas de
orden 3 de @ en el punto p € S:

(Pu)v(P) = (Puv)u(P)
(Pvo)u(P) = (Pou)o(p)
Nuy(p) = Nyu(p)

De aqui en adelante, omitiremos la evaluaciéon en p. De la primera ecuacién
y de (3.6) se obtiene que

(Fh@u + F%l‘»@v +eN)y, = (Fb@ou + F%%@v + fN)y

lo que implica que

(F%I)U‘Pu + Fh@uv + (F%)v‘:@v + F%l@w +eyN +eN,
= (F%z)mou + F%Q@uu + (F%Q)uwv + F%290uv + fulN + fN,.

Sustituyendo @y, Yuv, Puu, Nu Y Ny por las expresiones dadas en la igualdad
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(3.6) se obtiene la ecuacién

(C11)vu + i (Ta@u + Tiaws + FN) + (TF) uipw
+ I71 (To90u + Taapw + gN) + euN + e(ag1pu + a22p0)
= (T19)uu + Tla(Tlipu + TTiow + eN) + (F1y)uey
+ T (Tiapu + Tapo + fN) + fuN + fa110u + a12¢0)

Al igualar los coeficientes del vector bésico ¢, nos queda la igualdad

T} Ty 4+ (T31)o + TH3, + eagy = Tl 4 (T)u + TTalts + f a1z,
de donde

T1iTEs + (T3)y + THT5 — Talfy — (TTh)u — (T12)? = faiz — e ass.

Sustituyendo los valores de ai2 y aso dados por las formulas de Wein-
garten (3.5) en esta tultima igualdad, se tiene que

eF—fE  fF—gE _(eg—f* _detB

EK.

De esta manera, se obtiene que la curvatura gaussiana K satisface la
relacion

_ T1T% + (TF)e + THT3, — Tl — (Th)u — (1)

K
E

Ahora bien, si dos superficies son localmente isométricas, por la obser-
vacién anterior al teorema 2.40 sabemos que los coeficientes correspondien-
tes de sus primeras formas fundamentales son iguales y por lo tanto tienen
los mismos simbolos de Christoffel, respectivamente. La ultima igualdad
implica que sus curvaturas son iguales. ]

Corolario 3.31. No se puede construir mapa plano alguno que pueda re-
presentar en forma isométrica una region de la Tierra.

Demostracion. Esto se debe a que la esfera y el plano tienen diferentes
curvaturas. [
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Consideremos de nuevo las siguientes igualdades entre las derivadas par-
ciales mixtas de ¢ y N:

(Puu)v — (Puw)u = 0,

(‘va)u - (@vu)v
Nywv — Now = 0.

Il
o

De la primera ecuacién obtuvimos la relacién

(P11)upu + Thi (Tlau + Doy + fN) + (T1)v@0
+T%1 (Dopu + Toapw + gN) + euN + e(ar2¢0u + agaepy)
= (T19)upu + Tia(Thou + T30y + eN) + (T55)uiw
+Th(Thagu + Tl + FN) + fulN + fla11pu + ar200)

Agrupamos las coordenadas con respecto de cada uno de los vectores
{@u, v, N} y escribimos esta relacién en la forma

Al‘Pu + Bl‘Pv + CIN =0.

Como tales vectores forman una base, tenemos que A4, = 0, By = 0 y
C1 = 0. Al considerar B; = 0 obtuvimos la igualdad

LT+ (T + THIS, — Tld — (0Fy)u — (T']y)? = EK,

llamada la férmula de Gauss.

En general, al considerar todas las relaciones se obtienen tres ecuaciones

lineales
Alﬁpu + Blﬁpv + ClN = 0

A2§0u + B2§0v + CQN =0
Aszpy + B3, + CsN =0
donde los coeficientes A;, B;, C; se anulan, debido a la independencia lineal
de los vectores basicos.
Se puede comprobar que estas ecuaciones llevan no sélo a la férmula de
Gauss, sino ademads a las relaciones

EF FE, e
F F, f|+(EG=-2FF+GE)(ey— f.)
G Gy g

— (BEg—2Ff + Ge)(Ey, — F,) =0
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y
E E, e
F F, f|+(EG—-2FF+GE)(fy — gu)
G Gy g

—(Eg—2Ff+ Ge)(F, —Gy) =0
llamadas las ecuaciones de Peterson-Mainardi-Codazzi.

Obtuvimos la férmula de Gauss y las ecuaciones de Peterson-Mainardi-
Codazzi asociadas a una superficie parametrizada S € R3 a partir de sus
dos formas fundamentales. La situacién reciproca muestra que estas ecua-
ciones determinan la geometria intrinseca de la superficie; es decir, existe
un resultado andlogo al teorema de clasificacién de curvas espaciales (teo-
rema fundamental de la teoria de las curvas, teorema 1.43) para superficies.
Este resultado es llamado el teorema fundamental de la teoria de las
superficies, o teorema de Bonnet.

Teorema 3.32 (de Bonnet). Sean
Edu®+2F dudv +Gdv® v edu®+2f dudv + gdv?

dos formas cuadrdticas en las coordenadas (u,v), la primera de ellas definida
positiva. Si los coeficientes de ambas satisfacen la formula de Gauss y las
ecuaciones de Peterson-Mainardi-Codazzi, entonces existe una superficie
S C R? tal que la primera de estas formas es su primera forma funda-
mental y la otra es su sequnda forma fundamental. Esta superficie es unica
salvo isometrias.

La demostracion de este resultado se omite. El lector interesado puede
revisarla en [9].

3.6 Calculos con coordenadas isotermas

En el capitulo anterior presentamos el teorema de Bers-Beltrami (teorema
2.49), el cual implica que cada punto de una superficie tiene siempre una
vecindad parametrizada por coordenadas isotermas con un factor de con-
formidad A. En esta seccién calcularemos varios objetos geométricos en
funcién de dicho factor.
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Ejemplo 3.33. Calculamos los simbolos de Christoffel para una superficie
arbitraria con coordenadas isotermas (u,v).

Para este caso, los coeficientes de la primera forma fundamental son
E = XNu,v), F =0y G = Au,v), donde X\ = A u,v) es el factor de
conformidad con la primera forma fundamental plana.

Las ecuaciones que definen a F;-k en este caso son

Ar%l = )\7”’ AF%Q = )\71}7 )‘F%Q = _ATH»
AR = _%7 Alg, = /\7"7 A3, = /\7“,
lo que implica que
2 Au A

_F%QZFh:Fm:ﬁ y F%QZ—F%:F%Q:ﬁ-

En particular, para la esfera S%% de radio R parametrizada con las coordena-
das isotermas u = x, v =y dadas por la proyeccion estereogrdfica, el factor
de conformidad es

4R?
(22 +y? + R?)?

AMz,y) =
de donde

N 16R%x N 16R?%y
T ($2+y2+R2)37 vy ($2+y2+R2)3

lo que implica que

Az 2z Ay 2y
2\ 224y 4+ R2 2\ 224 Y2+ R

Por lo tanto,

2z
1! =T! =12 -
22(1’,]/) ll(xay) 12($,y) x2—|—y2—i—R2’
/ 2
12 — 1?2 —r! S A—
52(2, ) 11(7, ) 12(7, ) 22 1 42 + R2

son los simbolos de Christoffel para la esfera. >
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Destacaremos un importante célculo en el siguiente resultado.

Teorema 3.34. Sea S una superficie en R3, y ¢ una parametrizacion local
con coordenadas isotermas (u,v). Entonces la curvatura gaussiana estd
dada por la formula

1
K(u,v) = —WAIH AMu,v),

donde ) )
0 0
A= 52t an

denota al operador laplaciano.

Demostracion. La matriz de coeficientes de la primera forma fundamental

de S es

es decir,
<90u7 80u> = <90’Ua 9011> = )\(’LL, U)7 <90’ua 9011> =0.

Consideremos entonces la base ortonormal en TpR3 dada por los vectores

:ﬂ Pu :&— Pu N =e1 X es.

= ) €2 - )
VA el VA el

Escribimos los coeficientes de la segunda forma fundamental como

€1

€:<(puu,N>, f:<(PuvaN>7 g:<<pw,N)-

Después, calculamos la curvatura mediante la férmula del teorema 3.24,

_detB eqg — f?
S odetG A2

Ya que (ou, pu) = {(pv, pv) = A(u,v), al derivar cada miembro de esta
igualdad respecto a u se obtiene

1OMNu,v) B
57 - <§0uu790u> - <90uv79011>



CAPIiTULO 3. CURVATURA DE UNA SUPERFICIE 171

De manera andaloga, al derivar respecto a v, se obtiene

10A(u,v)

2 I = <90vfua§0v> = <90uva4pu>'

Por ultimo, de la igualdad (¢, ¢,) = 0, se obtiene, derivando respecto
auyauw,

(Puw, o) + (Pu, Puv) = (Puvs Pv) + (Pus Pov) = 0.

Usaremos estas igualdades para calcular las coordenadas de los vectores
Cuu, Puv Y Pov con respecto de la base {e1,es, N}.

Calculemos las coordenadas de ¢,,, con respecto de la base {e1, ez, N}.
La primera coordenada esta dada por

< e>_< %>_1< Lo
SOU’UJ 1 Souu’\a \/X Sauu,sou 2\/Xau

De manera analoga, la segunda coordenada es

(pune2) = (a2 ) = = o) = = =2
Puus €2 quua\/X \/X Puy Puv 2\/X8U

Por 1ltimo, la tercera coordenada de @, es

<S01L”LL7 N> - 67
de modo que las coordenadas de ¢, en la base dada son
g
o axnow )

De manera andloga, las coordenadas para los vectores ¢, y @uw €n la

base {e1, €2, N} son
L1
C)O’LLU 2\/X8'U’ 2\/X8u7

(L)
Yoo Qﬁc’)u’zﬁav’g '
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Un célculo directo prueba que

s a2 5[4 (2]

y si se deriva respecto de u la igualdad

222 = (s 0)
2 9u = (Puv; Pov
se obtiene
102\
5@ = (‘Puum (Pv> + <90um (Puv>
pero
(Puos #0) = s 90) — (Pus 00)
Puuv, Pv) = o Puus Pu Puus Pov
de donde
10%)\
iw = <90uu7 90v> - <¢uu; SDUU> + <§0uva (Puv>

- (Puus o) — (Puus Pov) — (Puvs Puv))
1 [/ox\? [or)?
<90uu780v> - (69 f2 - ﬁ [(8) + <au> ]) .
Por otro lado,

) o) a< 18)\>_ 192\

0
ov
0
ov
0
ov

%(quuﬂpﬁ = %(_“pudpuv» = % —55 —§W’
con lo que se tiene

192\ 102\ 1

352 = 2o @ - )t g3

N, (1)’
ou v
o en forma equivalente,

or = (@ 8)-3 @) ()]
R SHORC)
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De esta forma,

o (2@ @))

22 N

Otro célculo directo prueba que

AN 1 [ /A2 [oa\2

de donde
det B eg — f? 1
K = = =— Aln A
(00) = 3G ~ Do)~ o o) A ),
lo que prueba la afirmacién. O

Ejemplo 3.35. Usaremos la primera forma fundamental de S% obtenida
mediante la proyeccion estereogrifica (ejemplo 2.48) y el teorema 3.34 para
calcular la curvatura de la esfera. Ya que el factor de conformidad con la
forma fundamental plana es

AR
A -
se tiene
InA(z,y) = In(4RY) — 2In(R? + 2° + ¢?)
de donde
Olnx 4x O*InX AR+ a2%—y?)
dr R +a2+4y? 022 (R?+a?+4y?)?
dlnA 4y FPlnh 4R +y* —a?)
oy  RZ4az2+y?  Oyr (R2+a?+y?)?

lo que implica que
8R?

Alnd= —————=
" (1422 4 y?)?
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Yy en consecuencia,

Aln)\__<1>(l—|—x2+y2)2< —8R? > 1

K = — = -
(m,y) 2\ 4R4 (1+$2+y2)2 R2

2

es la curvatura en cualquier punto, misma que ya se habia obtenido antes
en el ejemplo 3.26. >

Ejemplo 3.36. Calcularemos la curvatura de la catenoide en el punto (u,v)
(ver ejemplo 2.47) con la primera forma fundamental dada por

(a® cosh? v) (8;5).
Es claro que \(u,v) = a® cosh? v, lo que nos lleva a que

In\ =2Ina+ 2Incoshuv,

de donde Dl 21ux
n n
ou ’ Ou? ’
ademds,
In A 2In A
881; = 2tanhwv, 88; = 2sech?v.

En consecuencia,
Aln )\ = 2sech? v.

Por lo tanto, para cada punto p = (u,v) de la catenoide se tiene que

1 1 sech? v
K(u,v) = ——AIn\ = ———————(2sech?v) = ————
(u,v) 2\ 2a2 cosh2v( ) a?
es una expresion para la curvatura en el punto p. >

Observacion. La expresion para la curvatura obtenida en el teorema 3.34
solo depende de la primera forma fundamental. Esta férmula proporciona
otra demostracién del teorema egregio de Gauss, ya que dos superficies
localmente isométricas tienen la misma primera forma fundamental.

En esta seccién vimos la conveniencia de la existencia de una parametri-
zacion isoterma para simplificar los calculos de los objetos geométricos aso-
ciados a una superficie. En las secciones posteriores introduciremos nuevos
objetos geométricos y mostraremos cémo estos objetos estdn asociados a
parametrizaciones especiales con diversas e importantes propiedades.
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3.7 Curvas asintéticas y lineas de curvatura

Hemos estudiado varios conceptos de curvatura asociados a curvas en una
superficie S, uno de los cuales es la curvatura normal (definicién 3.14).
Utilizaremos esta nocién para dar la definicién de direccién asintdtica.

Definicion 3.37. Una direccion asintética en p es aquella en la que la
curvatura normal se anula.

Puesto que la curvatura normal no cambia de signo en un punto eliptico,
en tales puntos no existen direcciones asintéticas. Por otro lado, es facil ver
que en un punto hiperbdlico existen dos direcciones asintéticas linealmente
independientes. (;Por qué?)

Veamos ahora qué ocurre con estas direcciones cerca de un punto hiper-
bélico p. Por definicién, sabemos que la curvatura gaussiana es negativa en
p, de modo que por continuidad existe una vecindad de este punto formada
sélo por puntos hiperbdlicos. Esto nos dice que en cada punto de dicha
vecindad tenemos definidas dos direcciones asintéticas. Al elegir una de
estas direcciones en cada punto, obtenemos lo que se llama un campo de
direcciones asintéticas. En la figura 3.10 mostramos tales campos para

la superficie definida como la grafica de la funcién f(z,y) = 22 — 2.

Figura 3.10: Dos campos de direcciones asintéticas en la superficie z =
2 — 2.
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Al observar un campo con estas caracteristicas, surge una pregunta natu-
ral: j Existird una curva tangente en cada punto a una direccién asintética?
Es decir, existira una curva a : I — S tal que para cada t € I ocurra que
o/ (t) defina una direccién asintética? Una curva de este tipo es una curva
asintética.

Ejemplo 3.38. Para cualquier punto del plano R? y cada direccion & €
Tp]R2 se tiene que la curvatura normal se anula, de modo que cualquier
direccion es asintotica. En este caso, cualquier curva es asintotica. Véase
la figura 3.11. >

Lineas asintéticas
\

Figura 3.11: Direcciones asintéticas para el plano y el cilindro.

Ejemplo 3.39. Consideremos el cilindro
C={(z,y,2) e R |22 +4>=11}.

En cada punto p € C' se tiene que la curvatura normal en la direccion vertical
se anula. Esto implica que una recta vertical contenida en el cilindro es una
curva asintotica.

Podemos generalizar esta situacion como sigue: Sea £ una recta con-
tenida en una superficie S. Como £ tiene curvatura cero, su curvatura nor-
mal también se anula. Asi, una recta contenida en una superficie siempre
es una curva asintotica. >
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Mas adelante volveremos a esta cuestién. Por el momento mencionare-
mos otros campos de direcciones.

Recordemos (definicién 3.1) que en cada punto de una superficie tenemos
las curvaturas principales A1 y A2 y que si A\; = Ao, decimos que p es un
punto umbilico. Si p no es un punto umbilico, A1 y Ag se alcanzan en una
pareja de direcciones ortogonales (véase el lema 3.17). Un punto no umbilico
tiene una vecindad formada por puntos no umbilicos, de modo que a cada
punto de dicha vecindad podemos asociarle dos direcciones principales. Al
elegir una direccién en cada punto obtenemos lo que se conoce como un
campo de direcciones principales. En la figura 3.12 vemos un campo
de este tipo. (Compare con la figura 3.10.)

De nuevo, la pregunta es si existe una curva tal que en cada punto sea
tangente a una direccién principal. Una curva con esta propiedad recibe el
nombre de linea de curvatura.

Ejemplo 3.40. Sea S una superficie cuyos puntos sean todos umbilicos.
En este caso, las curvaturas principales son iguales y entonces todas las
direcciones son principales. En consecuencia, cualquier curva en S es linea
de curvatura. >

Figura 3.12: Campos de direcciones principales en la superficie z = z? — y2.

Los dos casos que hemos mencionado (curvas asintéticas y lineas de
curvatura) son casos particulares de un problema general: Se da uno o
varios campos de direcciones (en nuestros ejemplos, direcciones asintéticas y
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direcciones principales) y se desea determinar una o varias familias de curvas
que en cada punto sean tangentes a alguno de estos campos de direcciones.

Para saber bajo qué condiciones puede garantizarse la existencia de tales
curvas, es necesario recurrir a la teoria de las ecuaciones diferenciales y los
campos vectoriales, que expondremos en la siguiente seccién.

3.8 Campos vectoriales

Para nuestros fines, necesitamos que en cada punto p de una superficie
quede bien determinada una direccion. Podemos expresar este hecho por
medio del concepto de campo vectorial, que establecemos a continuacién.
Aprovecharemos también para definir las curvas que serdn nuestro objeto
de estudio.

Definicion 3.41. Un campo vectorial definido en un subconjunto U de
una superficie S es una regla de correspondencia X que a cada punto p € U
le asocia un vector tangente a S en p; en simbolos, X (p) € 7,S. Una curva
integral asociada a un campo vectorial X es una curva a : I — S tal que
para cada t € I se tiene que o/(t) = X («(t)). (Véase la figura 3.13.)

Asi, el problema de determinar una curva asintética se traduce en hallar
una curva integral para un campo de direcciones asintéticas, de la misma
forma que el problema de determinar una linea de curvatura se traduce en
encontrar una curva integral para el campo de direcciones principales. Ve-
remos que la cuestion de existencia de las curvas integrales dado un campo
vectorial se puede interpretar como un problema de existencia de soluciones
a ecuaciones diferenciales en el plano, de la manera siguiente.

Sea U C S un subconjunto de S donde esté definido un campo vectorial
X. Supongamos que U es la imagen de un conjunto abierto  C R? bajo una
parametrizacion ¢ : Q — U. Podemos usar ¢ para llevar nuestro problema
al plano: Determinar una curva integral a para un campo X definido en
U C S es equivalente a determinar una curva integral § para un campo Y
definido en 2. En este contexto, las curvas y los campos estdn relacionados
por

a=ypof y X(p)=dpe(Y(q)),

donde p = ¢(q). Por lo anterior, de aqui en adelante podemos trabajar en
forma directa en el plano.
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Figura 3.13: Campo vectorial y curva integral en S.

Si G : I — € esuna curva integral de un campo Y definido en un abierto
), podemos escribir esto en coordenadas como un sistema de ecuaciones:

(3.7)

donde B(t) = (x'(t),2%(t)) y Y = (Y!,Y?). Asi, para determinar una curva
integral debemos resolver el sistema (3.7) de ecuaciones diferenciales ordi-

narias. Para esto, apelaremos al siguiente teorema, que se puede consultar
en [1].

Teorema 3.42 (de unicidad y existencia). Sea (3.7) un sistema de ecuacio-
nes diferenciales en un abierto 0 del plano, donde las funciones Y, Y? son
continuas. Entonces para cada condicién inicial dada por una pareja (a', a?)
existe un intervalo I que contiene a 0 y dos funciones x',x? : I — Q tales
que £1(0) = a', 22(0) = a? y B(t) = (2'(t),2%(t)) conforma una solucién de
(8.7). Esta solucidn es tinica en el siguiente sentido: Siy = (v',7?): J —
Q es otra solucion de (3.7) tal que 0 € J, v1(0) = a' y+?(0) = a?, entonces
B(t) = ~(t) para todo t € I N J.
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El teorema 3.42 resuelve el problema de hallar una curva integral. Sin
embargo, para fines posteriores requeriremos un resultado mas fuerte, que
afirma la existencia de una transformacion que colecciona todas las curvas
integrales cerca de un punto dado.

Teorema 3.43 (Flujo de un campo vectorial). Consideremos el sistema de
ecuaciones diferenciales (3.7) en un abierto 2 del plano, donde las funciones
Y1, Y2 son continuas. Sea q € ). Entonces existe una vecindad € de q, un
intervalo I C R que contiene a 0 y una transformacion

:1xQ — R
con las stguientes propiedades:
1. ®(0,u) = u para todo u € €.

2. Si se fija el punto u, entonces 3(t) :== ®(t,u) es una curva integral del
sistema (3.7). Por la propiedad anterior, 5(0) = u.

La demostracién de este resultado aparece en [1]. Al fijar ¢, la trans-
formacion ® del teorema anterior define a su vez una transformacién ®; :
Q) — R? llamada el flujo determinado por el campo vectorial Y. (Véase la
figura 3.14.)

D(t,u)

Figura 3.14: Flujo del campo Y en (V.

Proposicion 3.44. El flujo ®; definido arriba tiene las siguientes propie-
dades:
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1. ®o(u) = u.

2. &0 P, = Dy1s para cualesquiera s,t reales donde tenga sentido la
COMpPosicion.

3. Para cada t, ®; es invertible.

Demostracion. (1) es s6lo una reformulacién de la primera propiedad dada
en el teorema 3.43.
Para demostrar (2), sean s,t pequenos tales que las curvas

a(t) = Prys(u) y  B(E) = Po(Ps(u))

estan bien definidas.

Entonces
6(1) = 2 (ura(u)) = X (B1s(u)) = X(a()
' 0
Bl1) = (@1 y(0))) = X (@1(®,(0))) = X (3(1),

lo que indica que «(t) y (t) son curvas integrales del campo X.
Observemos que ambas pasan por el punto ®s(u) debido a que

a(0) = Pots(u) = @5(u)

B(0) = Po(Ps(u)) = Ps(w).

El teorema 3.42 implica que «(t) = ((t) en un intervalo J que contiene a 0.
En otras palabras, para t € J,

Drps(u) = a(t) = B(1) = 04(Ps(u)) = B4 0 Dy(u),

lo que prueba la afirmacién.
Por dltimo, por la propiedad (2) se tiene que

(I)t o) CI’_t = q)t—i-(—t) == (I’O == Id,

lo cual implica que ®; es invertible. O
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3.9 Parametrizaciones distinguidas

Primero aplicaremos los teoremas de la seccién anterior al caso de las curvas
asintéticas. Para esto, traduciremos la condicién sobre estas lineas (k,(§) =
0) al lenguaje de las ecuaciones diferenciales.

Recordemos que el teorema 3.13 nos proporciona una férmula para la
curvatura normal, a saber,

kn(€) = ed® + 2f00 + gi?,

donde & = uy, + vp,. Asi, localmente una curva asintética satisface la
ecuaciéon
etl? + 2fu0 + gv* = 0, (3.8)

llamada la ecuacion diferencial de las curvas asintéticas.

Recordemos que los puntos elipticos y los puntos planos no son intere-
santes en este contexto, pues en el primer caso no tenemos direcciones asin-
téticas, mientras que en el segundo todas las direcciones son asintéticas.
Veamos qué ocurre en los otros casos.

Proposiciéon 3.45. En una vecindad de un punto hiperbdlico, la ecuacion
(3.8) se puede expresar como el producto de dos factores lineales como

(Ai+ Bo) (At + C) = 0. (3.9)

Demostracion. Supongamos primero que tal factorizacién existe, de modo
que los coeficientes A, B, C deben satisfacer

A’ =e, AB+C)=2f BC=y.

Para resolver estas ecuaciones en términos de A, B, C, sustituimos la primera
de estas ecuaciones en la segunda. Despejando C en la segunda ecuacion
y sustituyendo en la tercera obtenemos una ecuaciéon de segundo grado en
B, la cual podemos resolver si su discriminante es distinto de cero. En este
caso, el discriminante es
? -9,

que es distinto de cero en el caso de un punto hiperbédlico. Esto termina la
demostracién. O
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Asi, cerca de un punto hiperbdlico, la ecuacién diferencial de las lineas
asintéticas es equivalente a la pareja de ecuaciones diferenciales

Au+Bi=0 y Au+ Co=0.

Corolario 3.46. En una vecindad de un punto hiperbolico es posible de-
terminar dos familias de curvas tales que cada una de ellas sea una curva
asintotica.

Demostracion. Analizaremos lo que ocurre con la ecuacién
Au+ By = 0.

donde A, B son funciones de (u, v). La ecuacién anterior nos dice que el vec-
tor (0, ¥) tangente a una curva asintética debe ser ortogonal al vector (A, B),
de modo que la direccién asintética queda asociada al vector (B, —A). De-
finimos asi un campo vectorial y utilizamos el teorema 3.42 para concluir la
demostracién. (Véase la figura 3.15.) O

4

Figura 3.15: Familia de curvas asintéticas.

En el caso de un punto parabdlico, tenemos que

fz_eg:07
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de modo que eg es positivo y ambas cantidades tienen el mismo signo. Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que e,g > 0. Podemos entonces
factorizar la ecuacion (3.8) de la manera siguiente:

0= ei? + 2fui + gi® = (Ve + /g0)°.

lo que nos dice que sélo tenemos una direccién asintética, determinada por
el vector (—,/g,+/e), el cual es ortogonal al vector (i, ?).

Cuando un punto p es parabdlico, ya no podemos garantizar la exis-
tencia de una familia de curvas asintéticas en una vecindad de p. Esto
se debe a que, a diferencia de los puntos elipticos o hiperbdlicos, ya no
podemos garantizar la existencia de una vecindad de p formada por puntos
parabdlicos, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.47. Sea S la superficie dada como la grdfica de la funcion
fzy) = 2? +y*.
La matriz hessiana en un punto (x,y) estd dada por

2 0
0 1242 )’

de modo que los puntos del eje x son parabdlicos, pero el resto de la superficie
estd formada por puntos elipticos. >

Hemos visto que un punto hiperbdlico posee una vecindad tal que por
cada punto de ella pasan dos curvas asintoticas. Veremos mas adelante que
podemos considerar a estas curvas como las curvas coordenadas asociadas
a una parametrizacién; es decir, existe un sistema de coordenadas locales
(u,v) definido en una vecindad de un punto hiperbdlico de modo que las
curvas correspondientes a u constante y v constante son curvas asintoticas.

Esta situacion es un ejemplo de un caso mas general, en que tenemos
dos campos vectoriales (o dos campos de direcciones) que en cada punto
forman una base del plano tangente a la superficie, como en la figura 3.10.
El resultado siguiente nos garantiza que con estos datos podemos construir
una parametrizacion local de la superficie.

Teorema 3.48. Sean Xy y Xs dos campos vectoriales definidos en una
region de una superficie S, linealmente independientes en cada punto. En-
tonces para cada punto de la region existe una vecindad que se puede parame-
trizar de modo que las curvas coordenadas sean tangentes a las direcciones
determinadas por X1 y Xa.
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Demostracién. Sea p un punto cualquiera de la regién en cuestién. Apli-
cando el teorema 3.43 a los campos X1, X9, sabemos que existe una vecindad
U de p, un intervalo I = (—e¢, €) y transformaciones ®1, P9 : I x U — S tales
que 9,(0,q) = ¢q para todo ¢ € U, i = 1,2, de modo que la curva ®;(¢,q)
(¢ fijo) es una curva integral del campo X;, ¢ = 1,2. Consideremos la
transformacién ¢ : I x I — S dada por

(t,s) — ®a(s, P1(t, p)).

Afirmamos que ¢ es un difeomorfismo local. Para mostrar esto, calculemos
la derivada de ¢ en (0,0):

0 0 0
F(0,0) = @20, @1(t.p)) 10 = 521 (£:) =0 = X ()
De manera andloga,
%210,0) = X(p)
gs ) T 2P

de modo que la matriz D¢(0, 0) tiene rango 2. Por el teorema de la funcién
inversa, ¢ es un difeomorfismo local y sirve como parametrizacién de una
vecindad de p. De la definicién de ¢ es claro que las curvas coordenadas
u = constante y v = constante corresponden a las curvas integrales de los
campos X1, Xo. ]

Corolario 3.49. Sea p un punto hiperbdlico de una superficie S. Entonces
existe una vecindad de p parametrizada de modo que las curvas coordenadas
sean curvas asintoticas.

Corolario 3.50. Sea p un punto no umbilico de una superficie S. Entonces
existe una vecindad de p parametrizada de modo que las curvas coordenadas
sean lineas de curvatura.

Como tercer corolario del teorema 3.48 mostraremos la existencia de un
ultimo tipo de parametrizacién distinguida.

Definicion 3.51. Una parametrizacion ¢ de una region en una superficie
S es ortogonal si en cada punto las curvas coordenadas son ortogonales.

Corolario 3.52. Sea p un punto arbitrario de una superficie S. Entonces
existe una vecindad de p parametrizada de modo que las curvas coordenadas
sean ortogonales; es decir, la parametrizacion es ortogonal.
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Demostracion. Sea ¢(u,v) una parametrizaciéon (arbitraria) de una vecin-
dad V' de p. Entonces los vectores ¢,(q) y ¢u(q) son linealmente indepen-
dientes para cada ¢ € U. Podemos aplicar el proceso de ortogonalizacién
de Gram—Schmidt para obtener una base ortogonal Xi(q), X2(gq) del plano
tangente en cada punto de V. Por dltimo, usamos el teorema 3.48 para
obtener el resultado. O

Notamos que el corolario 3.52 también se obtiene como consecuencia
directa del teorema 2.49, donde la parametrizacién por coordenadas isoter-
mas ¢ = p(u,v) es tal que (py,p,) = 0 = F; es decir, {@y,py} €s una
base ortogonal. Al considerar los campos vectoriales X1 = ¢, v Xo = ¢, ¥
utilizar el teorema 3.48 se concluye la afirmacién.

Observacién. El uso de parametrizaciones distinguidas como las expues-
tas en los corolarios anteriores permite simplificar muchos céalculos. Por
ejemplo, consideremos el caso de las curvas asintéticas. Recordemos que la
ecuacion diferencial correspondiente es

et + 2fu0 + gv® = 0.

Si una region de una superficie S estd parametrizada como en el primero
de los corolarios anteriores, entonces la curva v = u(t) = t, v = constante,
es una curva asintotica y de la ecuacién obtenemos que e = 0. De manera
analoga obtenemos que g = 0. El lector puede verificar con facilidad el
reciproco de esta situacion: Si una parametrizacion satisface e = g = 0,
entonces las curvas coordenadas son curvas asintdticas.

3.10 Ejercicios

1. (Demostracién de la no orientabilidad de M?2.) Considere las
parametrizaciones de la banda de Mobius M? dadas por

u u u
e(u,v) = ((2 — vsen 5) sen u, (2 — vsen 5) COS U, U COS 5)

donde (u,v) € (0,27) x (—=1,1), y
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definida en (u,?) € (—m,m) x (—1,1).

(a) Demuestre que ¢ y @ cubren a M? y que sus iméagenes se inter-
secan en un conjunto no conexo formado por dos componentes
A B C M?.

(b) Calcule los cambios de coordenadas en A y B y verifique que los
jacobianos respectivos tienen diferente signo.

(c) Concluya de (b) que M? no es orientable.

2. Calcule la segunda forma fundamental en cada punto para las super-
ficies dadas.

(a) La superficie de Enneper (véase la figura 3.16),

_ _“73 2 _f 2 .2 2
o(u,v) = (u 3+uv,v 3—|—vu,u v .

Figura 3.16: Superficie de Enneper.

(b) El paraboloide eliptico,
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(c) El cono 2% + 42 — 22 =0, (z,y, 2) # (0,0,0).
(d) El paraboloide hiperbdlico,

(e) El elipsoide circular de revolucién,

©(¢,0) = (acospsend,asenpsend,ccosh).
(f) La superficie “silla del mono” (véase la figura 3.17),

o(u,v) = (u,v, u® — 3v%u).

Figura 3.17: Superficie “silla del mono”.

3. Para cada una de las superficies del ejercicio 2,

(a) Calcule las curvaturas principales en cada punto. Determine si
hay puntos umbilicos.
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(b) Calcule la curvatura gaussiana en cada punto y clasifique los
puntos de acuerdo con su curvatura.

(c) Dé una expresién para la curvatura media en cada punto.

4. (a) Demuestre que para una esfera de radio R, la curvatura normal
en cada punto es

1
(b) Calcule la curvatura normal en cada punto del paraboloide hi-

perbélico p(u,v) = (u,v,u? — v?).

5. Sea S una superficie tal que sus curvaturas gaussiana y media sean
iguales a cero en cada punto. Demuestre que S es un plano.

6. Demuestre que la curvatura media de una superficie S en un punto p
estd dada por

donde ky(«) es la curvatura normal en p en una direccién formando
un angulo « con ¢, (p).

7. (a) Calcule las curvaturas media y gaussiana de una superficie de la
forma

p(u,v) = (u,v, f(u) + g(v)).

(b) Demuestre que para una superficie del tipo z = f(x,y), la curva-
tura media en cada punto p = (z,y, z) estd dada por

H = div (pr> .
VIHIV 2

(c) Calcule las curvaturas media y gaussiana en un punto arbitrario
de una superficie de revolucion.

8. Demuestre que las unicas superficies de revolucién con curvatura me-
dia cero son el plano y la superficie dada por

1
x = —cosh(a\/y?+22+b), a,b>0,
a
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llamada la superficie de Bolyai, y que se obtiene al hacer girar la
curva z = < cosh(ay + b) alrededor del eje y.

9. (a) (Férmula de O. Rodrigues). Demuestre que una curva conexa
I' C S es linea de curvatura de S si y sélo si para toda parame-
trizacién y(t) de I' existe una funcién real diferenciable A(t) tal
que si N(t) = N(v(t)), entonces

(b) Determine las direcciones principales de
(u,v) = (u,0,u” +0°)

en el punto (u,v) = (1,1) y verifique la férmula de Rodrigues en
cada direccién. Calcule las lineas de curvatura.

(¢) Demuestre que todo punto p € S que no sea umbilico posee una
vecindad en la que existen dos familias ortogonales de lineas de
curvatura.

10. Sea S una superficie conexa cuyos puntos son todos umbilicos. De-
muestre que S es (parte de) una esfera o un plano.

11. Pruebe que si la curvatura media H(p) = 0 en un punto p no plano,
entonces este punto tiene dos direcciones asintéticas ortogonales.

12. (Véase el lema 3.27) Calcule los coeficientes de Weingarten de:
(a) Cualquier superficie de revolucién de la forma
o(u,v) = (ucosv,usenv, g(u)).
(b) El paraboloide circular
o(u,v) = (u, v, u? + v?).

(c) El hiperboloide

o(u,v) = (u,v,u® — v?).

13. Calcule los simbolos de Christoffel de:



14.

15.

16.

17.

18.

19.
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(a) El plano en coordenadas cartesianas.
(b) El plano en coordenadas polares.

(c) Cada una de las superficies del problema anterior.

Demuestre que la afirmacién reciproca del teorema de Gauss es falsa,
considerando las superficies

o(u,v) = (ucosv,usenv,Inu) y ¢(u,v) = (ucosv,usenv,v).

Pruebe que tienen la misma curvatura, pero no son localmente isomé-
tricas.

i, Cuales de las siguientes superficies son localmente isométricas? Jus-
tifique utilizando el teorema egregio de Gauss.

(a) El plano.

(b)

(c) El hiperboloide de una hoja.
(d) El elipsoide.

La esfera.

Dé una superficie diferenciable tal que los coeficientes de su primera
forma fundamental y de su segunda forma fundamental sean

E = 1, e = 1,
F =0, y f = 0,
G = sen’u, g = senu.

Calcule la curvatura media de una superficie parametrizada con coor-
denadas isotermas.

Transforme una primera forma fundamental ds? = dz? + f(z)dy? en
una expresion del tipo A(u, v)(du? + dv?).

(Beltrami-Enneper) Demuestre que en cualquier punto p de una
linea asintética que no sea una recta, la torsién 7(p) satisface que
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normal, 67, 68, 70

osculador, 67, 69, 70

rectificador, 67, 69, 70
Plano proyectivo real, 134

Primera forma fundamental, 107
conformemente plana, 123

Producto
cruz, 8
escalar, 2
interior, 2
interno, 2
mixto, 9
punto, 2
vectorial, 8
Proyeccién
de un vector, 5
Punto
critico, 135
degenerado, 138
no degenerado, 136
eliptico, 137, 155
frontera, 11
hiperbdlico, 137, 155
interior, 11
parabdlico, 138, 155
plano, 138, 155
regular, 20, 89
umbilico, 155

Radio de curvatura, 60
Regién, 12
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con frontera, 12
Regla de la mano derecha, 5
Relacién de Clairaut, 131
Reparametrizacién, 36, 55
Representacién, 100

Seccién
normal, 149
Segunda forma fundamental, 147
Serret-Frenet, 59
sistema, isométrico, 65
Simbolos de Christoffel, 163
Sistema de coordenadas, 1, 79
Superficie
compacta, 133
de Bolyai, 190
de Enneper, 187
de revolucién, 97
diferenciable, 82
no orientable, 140
orientable, 140
silla del mono, 188
topolégica, 78
Superficies
conformemente
equivalentes, 122
conformes, 122
globalmente isométricas, 116
isométricas, 116
localmente conformemente
equivalentes, 122
localmente conformes, 122
localmente isométricas, 116

Teorema
de Bers-Beltrami, 125
de Bonnet, 168

de Euler, 149
de Kovalevsky, 129
de la funcién implicita, 17
de la funcién inversa, 16
de Meusnier, 151
de Pitagoras, 3
de unicidad y existencia, 179
egregio de Gauss, 160, 165
fundamental de la teoria
de las curvas, 64
fundamental de la teoria
de las superficies, 168
Toro de dimensién 2, 98
Torsién, 59, 70
Transformacion
que invierte la orientacién, 7
que preserva la orientacién, 7
Transformaciones
de transicién, 99
Traza, 27
Triedro de Serret-Frenet, 56, 57, 70
Triple producto escalar, 9

Valor
propio, 152
regular, 20, 89
Vecindad relativa, 13
Vector
binormal, 57
gradiente, 105
normal principal, 57
tangente, 24, 33, 57
unitario,
velocidad, 28
Vectores
paralelos, 9
perpendiculares, 3





